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Prefacio

En un suefio, es tipico no ser racional®
~JOHN NAsH

Esta obra inici6 como recopilacién de las notas del curso de Modelado y Simulacion de
Sistemas Fisicos, impartido a estudiantes de segundo ano de la carrera de Ingenieria Me-
catrénica a nivel licenciatura, a lo largo de sucesivos periodos cuatrimestrales. Su énfasis
principal es servir como preliminar a las materias de Ingenieria de Control, Control Digital,
Cinematica y Dinamica de Robots, asi como Control Inteligente, al proporcionar medios
conceptuales y analiticos que permitan a los estudiantes desarrollar modelos matemaéticos
que permitan disenar sistemas de control. La necesidad de un texto como este fue hacién-
dose evidente ante el hecho de que, en la actualidad, los textos de control automatico, si
bien contienen abundante material referente a las técnicas de obtencion de modelos ma-
temaéticos, no se les da el énfasis que por si mismo requiere esta actividad y los ejemplos
suelen introducirse dando por sentado que el lector conoce el contexto en el cual operan, o
no se pone énfasis suficiente en la secuencia de pasos que, en una primera exposicion a la
materia, es necesario explicar detalladamente.

Alcance

El presente trabajo constituye material de apoyo para estudiantes de nivel licenciatura que
desean cursar satisfactoriamente materias del drea de control, asi como para estudiantes
de posgrado que, no habiendo llevado cursos formales de modelado, tengan la necesidad
de llevar a cabo modelos de sistemas fisicos comtnmente empleados como ilustraciéon de
los conceptos y en aplicaciones comunes. Para acometer la lectura de este libro el primer
requisito es tener interés en el area; para poder dominar el contenido se requiere el cono-
cimiento de las operaciones basicas del calculo diferencial e integral, calculo vectorial y la
capacidad de comprender el procedimiento de solucion de las ecuaciones diferenciales ordi-
narias lineales. Por otra parte, resulta bastante recomendable la habilidad para comprender
y resolver problemas de Fisica Clésica: problemas de equilibrio, cinematica y cinética en el
plano, leyes eléctricas elementales, en particular las leyes béasicas de los circuitos.

Se ha procurado incluir material sobre software de simulacién disponible de manera
libre, accesible para quien cuente con una conexién de internet, no obstante lo cual, se ha

1 John Forbes Nash Jr. (1928-2015). Matemético estadounidense que recibié el premio Nobel de Economia
en 1994 por sus contribuciones a la teoria de juegos y la negociacion entre agentes racionales. Conocido
por haber logrado sobreponerse a una grave e incapacitante enfermedad mental, fallecié6 en un accidente
automovilistico.
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procurado que el material que trata acerca de la simulaciéon por medio de scilab, xcos y
modelica y coselica se localice de manera independiente. Esta decision se debe al hecho
de que, a diferencia de los principios fisicos y las técnicas matematicas empleadas en el
texto, los programas de computadora estan sujetos a cambios en periodos breves.

Estructura del texto

El contenido del texto se ha dividido en siete capitulos principales, asi como tres apéndices
que versan sobre contenido mateméatico preliminar. El capitulo 1 contiene una serie de
conceptos donde se explica la necesidad del modelado, se indica la nocién de sistema y
se enlistan distintas clasificaciones de los sistemas, de acuerdo a distintos puntos de vista.
El capitulo 2 contiene algunos preliminares del contenido principal que no suelen formar
parte de cursos previos. El material mateméatico de mayor dificultad se ha trasladado a
los apéndices, para no dificultar la fluidez de la lectura. El capitulo 3, el méas extenso,
contiene una exposicion sobre la obtencién de modelos de sistemas mecéanicos traslacionales,
mecanicos rotacionales, circuitos eléctricos lineales con componentes pasivos y activos, asi
como sistemas electromecanicos de interés. El capitulo 4 describe el concepto y los detalles
de la funcién de transferencia. Se introduce el concepto de polos y ceros, asi como la funcién
de transferencia multivariable. El capitulo 5 contiene una introducciéon a los conceptos
y técnicas de los modelos en variables de estados. Se indica la manera de obtener un
modelo en variables de estado a partir de las ecuaciones dindmicas del sistema, a partir
de una funcién de transferencia y se discute brevemente la linealizaciéon. El capitulo 6
trata detalladamente acerca de la respuesta de sistemas lineales en régimen transitorio.
La calidad de la respuesta transitoria es una de las tres principales caracteristicas que se
busca modificar con la implementacion de sistemas de control convencionales. El uso del
software empleado para elaborar las graficas y recomendado para la realizaciéon de muchos
ejercicios se expone en el capitulo 7. A pesar de que scilab se emplea en capitulos previos,
se ha preferido dejar al altimo capitulo la explicacién sobre el uso de este software, dado
que el constante avance en el desarrollo de los programas informéaticos tiende a volver
obsoletos los lenguajes de programacion. El apéndice A trata sobre los nimero complejos
y detalla algunas identidades que resulta 1til conocer en los capitulos sobre funciones de
transferencia, variables de estado y respuesta transitoria. El apéndice B describe el uso de
matrices, las cuales son utilizadas extensivamente en el modelado en variables de estado.
El apéndice C trata de la transformada de Laplace, e incluye, como referencia rapida, una
tabla al final.

Obras de contenido similar

Los temas de este texto han sido sistematicamente tratados por lo menos a partir de los
anos 50’s del siglo xX. Todos los textos que versan sobre ingenieria de control cuentan con
un capiulo o apartado dedicado al modelado. Dentro de todas las obras con tematica similar
nombraré, sin fines de comparacion, tres de ellas que permitan ampliar el panorama. El
texto de Ogata [Ogata, 1987] constituye una obra de referencia obligada, incluso a pesar
del hecho de que muchos de los sistemas ahi tratados son ejemplos que ya no resultan
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tan novedosos, a diferencia del conocido texto de control [Ogata, 2010]. El libro de Palm
[Palm, 2000] se caracteriza por su extension y cuidadosa cobertura de ejercicios. El texto
que considero més cercano es [Woods and Lawrence, 1997], atn cuando abarca una mayor
variedad de temas de un volumen bastante accesible. Los dos tiltimos textos tienen un par de
caracteristicas cruciales: carecen de una versiéon en lengua espanola y efectiian los ejemplos
numéricos a través de MATLAB(). ? En contraste, como parte del presente trabajo me he
propuesto el empleo del software libre, anadiendo, en el proceso, otra caracteristica clave:
ejemplos de simulaciéon bajo el enfoque orientado a objetos, utilizando para ello xcos y
coselica ? .

Agradecimientos

Dedico esta obra a mi familia, que soporté estoicamente cada minuto y cada tarde de
ausencia. Por las fechas en las cuales surgi6 la idea de este proyecto, recibi la noticia del
fallecimiento del Dr. Arkady V. Kryazhimskii (1949-2014), miembro del Instituto Steklov
de la Academia Rusa de Ciencias, con extraordinarias dotes diplomaticas quien, como lider
del programa Dynamic Systems (DYN) de ITASA y supervisor de mi estancia postdoctoral,
jamas dejo de manifestar su apoyo a las iniciativas de investigadores més jévenes y menos
experimentados. En esta publicaciéon tiene mucho que ver la inspiracién que, a lo largo de
los anos, me ha brindado Dr. Vladimir Kharitonov, asesor de tesis doctoral, con quien tuve
la fortuna de coincidir durante cuatro de sus once afios de estancia en el CINVESTAV
Meéxico. No podria quedar fuera el Dr. Jorge Antonio Torres Mufioz, también asesor de mi
tesis, por sus oportunos consejos respecto a la vida académica. A los companeros, alumnos
y autoridades de la Universidad Politécnica de Victoria, por haber propiciado el ambiente
que dio pie a la creacién de este trabajo, y quiero remarcar que han sido los estudiantes de
licenciatura y maestria quienes, generacion tras generaciéon, han proporcionado puntos de
referencia acerca de las necesidades que deberia subsanar un texto con la temética que se
desarrolla en estas paginas. Un agradecimiento especial al Dr. Manuel Jiménez Lizarraga,
de la Universidad Auténoma de Nuevo Ledn, por haber efectuado una revision minuciosa
del borrador de este libro, y las consecuentes sugerencias. También quiero mencionar a mi
colega y amigo el Dr. Ruben Lagunas Jimenez por su constante impulso y visién sobre la
formacion integral de numerosas generaciones de ingenieros e investigadores, asi como al Dr.
Ernesto Castellanos Velasco. A todos los colegas y amigos que indirectamente tuvieron un
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Capitulo 1

Principios de modelado

The best material model of a cat is another, or preferably the same, cat!
—~ARTURO ROSENBLUETH Y NORBERT WIENER

There’s no sense in being precise when you don’t even know what you're talking about >
~JOHN VON NEUMANN

1.1 Necesidad del modelado

La actividad de elaborar modelos ocurre en una gran variedad de contextos: los desarrolla-
dores de prototipos tienen la necesidad de elaborar maquetas para mostrar los resultados
esperados a sus potenciales clientes y patrocinadores, los ingenieros aeronauticos, al igual
que los disenadores de automoviles, con frecuencia se ven en la necesidad de realizar prue-
bas en tuneles de viento utilizando modelos a escala. En una escala distinta, los realizadores
de proyectos de ingenieria para empresas pequenas y medianas se han visto beneficiados
por la disponibilidad de herramientas computacionales que permiten recrear el movimiento
de piezas y ensamblajes de maquinaria, aiin antes de haber sido construidas, también es
posible establecer conclusiones con respecto a la idoneidad de un circuito previamente a su
ensamblaje, considerando en primer lugar su funcionamiento aislado, posteriormente sus
interacciones con otros componentes, las cuales pueden ser eléctricas, mecanicas, térmicas,
etc. Un circuito o componente que muestre un buen funcionamiento per se, de forma aislada,
puede sufrir o causar interferencias cuando se le acopla con los restantes componentes del
sistema. Parte de esos efectos se pueden prever por medio de la simulacién. La simulacién
es una actividad que puede considerarse como un experimento efectuado sobre el modelo
con ayuda de una computadora digital, en contraste con los experimentos fisicos, los cuales
se realizan directamente sobre el sistema con ayuda de transductores. El objetivo de los

L Arturo Rosenblueth (1900-1970), médico y fisilogo mexicano, nacido en estado de Chihuahua, cien-
tifico fundador del Centro de Investigacion y de Estudios Avanzados del Instituto Politécnico Nacional
(CINVESTAV, 1961). Norbert Wiener (1894-1964), matematico estadounidense es conocido como el padre
de la cibernética.

2John von Neumann (1903-1957), matematico estadounidense, nacido en Budapest, hoy Hungria, cuando
esta ciudad formaba parte del Imperio Austrohangaro.

13



14 CAPITULO 1. PRINCIPIOS DE MODELADO

modelos explicados a lo largo de este texto es el diseno de sistemas de control automaético
y la clase de modelos corresponde a sistemas deterministicos de parametros concentrados,
principalmente lineales invariantes en el tiempo; representando sistemas fisicos de diversa
indole.

1.2 Conceptos basicos sobre sistemas

1.2.1 Sistemas, subsistemas y componentes

Un sistema es una porcion del universo claramente identificada que consta de elementos
que interacttian entre si. Puede tratarse de un volumen definido en el espacio, puede ser
una masa de aire que cambia de volumen y de ubicacién, puede tratarse de una roca, de un
automovil, de un circuito eléctrico, de una computadora, de un sistema de aire acondicio-
nado, etc., la lista es bastante larga. Sea cual sea el sistema que se desea analizar, siempre
es importante identificar sus caracteristicas y su funcionamiento. Claro que el énfasis en
explicar y/o comprender determinadas caracteristicas dependera de las intenciones con las
cuales se lleva a cabo el modelado, de la informacién con la que se cuente y de los resul-
tados esperados en la elaboracion de los modelos. Sin embargo, a pesar de esa variedad
de objetivos, existe una serie de elementos que es indispensable identificar para elaborar
satisfactoriamente los modelos de sistemas fisicos que resultan de interés en la practica de
la ingenierfa. Un subsistema es una porciéon de un sistema que se puede distinguir como
tal. Un componente es un elemento de un sistema que se encuentra en el menor nivel en
la jerarquia de sistemas. El determinar que una porcién del universo es un sistema o un
subsistema es una cuestién de conveniencia, pero no es completamente arbitraria: depende
del proposito con el cual se elabore el modelo. Por ejemplo, todos los sistemas pueden
considerarse subsistemas del universo, pero esa consideraciéon no resulta informacion util
para la mayoria de los modelos, a menos que su objetivo sea explicar el comportamiento
del universo.

1.2.2 Cantidades relevantes e irrelevantes

Una vez identificado el sistema de interés es necesario, aunque muchas veces este paso se
lleva a cabo de forma implicita e inconsciente, discernir, para los fines de nuestro modelo,
qué efectos nos interesa analizar. Hay cantidades que no producen ningin efecto y al mis-
mo tiempo no nos proporcionan ninguna informaciéon acerca del sistema, y por ello no es
necesario considerarlas. Atn mas, el hecho de incluirlas solamente anadiria complicaciones
innecesarias, asi que, por ser irrelevantes en el analisis de nuestro fenémeno, se les consi-
dera despreciables. Consideremos el caso de un circuito compuesto de una resistencia y un
capacitor conectados en serie. Se trata de un par de componentes que pueden encontrarse
como subsistema de una inmensa variedad de dispositivos eléctricos y electrénicos. La co-
rriente que pasa a través de ambos elementos, asi como la carga almacenada en el capacitor
son cantidades de relevantes y se les estudia con atencion, mientras que fenomenos tales
como la radiaciéon de rayos coésmicos y la humedad relativa del ambiente, a pesar de afectar
fisicamente a ambos componentes, tienen un efecto tan reducido que, para todos los efectos
practicos, son irrelevantes.
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Hay sin embargo, otra clase de cantidades que guardan una relaciéon estrecha con el aspecto
del sistema que se busca analizar, cantidades que son relevantes porque caen en una o ambas
categorias:

e Afectan al sistema.
e Conocerlas proporciona informacién acerca del sistema.
Las variables relevantes se pueden clasificar en alguna de las siguientes modalidades:

1. ENTRADAS DE CONTROL. Son cantidades de origen externo al sistema que afectan su
funcionamiento, siempre se pueden manejar a voluntad.

2. PERTURBACIONES. Se trata de otra clase de entradas que afectan de una manera no
deseada, o no prevista al funcionamiento del sistema y cuya existencia y/o fluctuacion
escapa a la capacidad de manejarlas. Puede tratarse, por ejemplo, del ruido, de inter-
venciones malintencionadas, etc. En el caso del circuito, el accionamiento de un motor
eléctrico en las cercanias puede afectar ostensiblemente y de manera desfavorable al
funcionamiento de todos los componentes debido a la induccion electromagnética.

3. ESTADOS. Son cantidades que se originan dentro del sistema y permiten describir su
evoluciéon dindmica en el transcurso del tiempo.

4. SALIDAS. Son cantidades de origen interno y que se manifiestan o se pueden detectar
al exterior del sistema, ya sea a través de los sentidos o por medio de dispositivos
sensores.

5. PARAMETROS. Son cantidades que caracterizan propiedades del sistema. En muchas
aplicaciones se les considera constantes, atin cuando en realidad muchos de ellos
pueden variar en el transcurso del tiempo.

1.3 Clasificaciones de los sistemas

Los sistemas pueden clasificarse de acuerdo con las caracteristicas clave de interés. También
ocurre con bastante frecuencia que un mismo sistema se clasifique dentro de una categoria
particular de acuerdo con el objetivo con el cual se elabora un modelo, pero que se le incluya
en una categoria distinta cuando se requiere elaborar un modelo que responda a distintas
necesidades. Por ejemplo, un modelo elaborado para describir la respuesta de un edificio
durante un movimiento sismico sera distinto del modelo destinado a justificar el disefio de
un pararrayos.
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1.3.1 Sistemas lineales y no lineales

La relacion entre la entrada y la salida puede tener una caracteristica muy importante que
permita realizar de manera efectiva el anélisis del comportamiento de los sistemas.

Sistemas lineales

Supongamos que se conoce la relacion entre la entrada u y la salida y, de un sistema
indicandola por medio de la relacion y = F(u). Se dice que un sistema es lineal si cumple
con dos caracteristicas:

L1 Proporcionalidad.
L2 Superposicion.

Las propiedades L1 y L2 se ilustran en la figura 1 a), b) ¢) y d). En realidad, cuando
consideramos que un sistema es lineal, lo es s6lo dentro de un rango de valores limitado,
pero suficientemente extendido como para que la desviacién con respecto de la linealidad
no afecte sensiblemente a los resultados. La nocién de linealidad es fundamental en la
calibraciéon de los instrumentos de medicién y atn asi, se admite que existe cierta distorsion
cuando la variable por medir toma valores cerca de los valores extremos de la escala y por
lo tanto se desaconseja confiar en las mediciones tomadas en dicho rango. La ley de Ohm
describe la caracteristica corriente-voltaje de un circuito de manera aproximada, pero con
una desviacion préicticamente imperceptible. La ley de Hooke, que indica que la fuerza
necesaria para estirar un resorte es proporcional al estiramiento, se cumple solamente en
un cierto rango de valores. Una consecuencia muy importante de la linealidad se da en
el anélisis de circuitos, ya que esa propiedad implica que si se aplica una funcién senoidal
como entrada, se obtendri como salida una funcién senoidal de la misma frecuencia, aunque
con diferente amplitud y fase.

Sistemas no lineales

Los sistemas no lineales consituyen el resto de los sistemas que no son lineales. Sin embargo
hay sistemas en los cuales la aproximacion lineal es notoriamiente inadecuada o bien puede
dar lugar a ocultar por completo caracteristicas relevantes. Un ejemplo lo podemos encon-
trar en la transmision de movimiento de un pinén que mueve a un engrane. Si el pinén
comienza por dar una vuelta en un sentido y enseguida da otra vuelta en sentido opuesto,
la posicién del engrane sera idealmente la misma que la que tenfa al inicio del movimiento.
Pero debido a imperfecciones en la manufactura y en el montaje, existe una holgura en el
acoplamiento de los dientes y por lo tanto el engrane estaré ligeramente desplazado con
respecto a su posicion horizontal, a pesar del movimiento preciso del pifion. A este efecto
debido a la holgura se le conoce como backlash. La histéresis, propiedad que consiste en
que un material se conserva parcialmente magnetizado, atin cuando deja de estar bajo la
influencia de un campo magnético, es otro ejemplo de no linealidad. En la figura 1 f) se
muestra un ejemplo de funcién no lineal, en contraste con la funcién lineal ilustrada en la
figura 1 e).
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u F() Fu)y =y
a) v F() Fy)=w
b)
au F() F(au) = ay
) u+v F() Fu+v)y=y+w
d)
F(u) F(u)
A Fp(u) = ku A Fy(u)
» U > U
Text

d) €)

Figura 1: Relaciones de linealidad.
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1.3.2 Sistemas dindmicos clasificados segtn la temporizaciéon

La nocién de sistema dindmico tiene que ver con el hecho de que las variables que lo
caracterizan experimentan cambios a lo largo del tiempo.

Sistemas en tiempo continuo

En este tipo de sistemas, los valores de las variables involucradas son funciones continuas
del tiempo. En general, se acepta que los acontecimientos en el mundo real ocurren en una
escala continua del tiempo. La posicion de un objeto en el espacio segin la descripciéon
de la mecénica clasica, constituye un claro ejemplo de esta nocién: una discontinuidad
implicaria que, de un instante a otro un cuerpo aparezca en una posicion distante, sin que
sea posible hallar posiciones intermedias en el lapso de tiempo comprendido entre los dos
instantes, lo cual resulta incompatible con la experiencia a nivel macroscopico. Los sistemas
en tiempo continuo se modelan a través de ecuaciones diferenciales ordinarias, ecuaciones
diferenciales parciales o ecuaciones diferenciales funcionales, en este texto sélo se tratara
acerca del primer tipo. Por otra parte, una técnica que bajo ciertas condiciones simplifica
enormemente el analisis de los fenémenos es el empleo de la transformada de Laplace. En
la figura 2 @) se muestra un ejemplo tipico de senal producida por un sistema en tiempo
continuo: la gréfica es continua y para cada valor en el intervalo de tiempo en el que esta
definida la senal, existe un valor de la funcién.

Sistemas en tiempo discreto

La nocién de sistemas en tiempo discreto cobra auge a raiz del empleo de las computadoras
digitales, las cuales almacenan informacion, como senales de sensores, sonidos e imégenes,
a intervalos discretos de tiempo, la capacidad del almacenamiento se encuentra limitada
por la resolucién y en tdltima instancia, dicha resolucién se traduce en digitos significativos.
Resulta entonces imposible, ademas de innecesario, almacenar las senales para todos los
instantes de tiempo en un intervalo dado, sino que es necesario seleccionar el intervalo
apropiado para efectuar esta labor. Los sistemas en tiempo discreto se representan por
medio de ecuaciones en diferencias, usualmente, aunque no de manera exclusiva, se trata de
expresiones obtenidas como aproximacién de ecuaciones diferenciales. De manera analoga
al empleo de la transformada de Laplace, una herramienta ttil para una cierta clase de
sistemas en tiempo discreto es el empleo de la transformada Z. En la figura 2 b) se muestra
la grafica de una sefial muestreada o senal en tiempo discreto. Aun cuando sea el resultado
de la medicion de una cantidad en un sistema fisico considerado en tiempo continuo, el
hecho de considerar al procesador digital como una parte del sistema hace de todo el
conjunto un sistema en tiempo continuo, ya que el almacenamiento y procesamiento de
informacion se realizan a instantes discretos, determinados por el ciclo del reloj interno del
microprocesador.

Sistemas a eventos discretos

Un sistema dindmico que solamente puede encontrarse en algin ntimero finito (o infinito
numerable) de situaciones o estados, entre los cuales la transicion es abrupta, no gradual, se
denomina sistema a eventos discretos. El ejemplo mas simple es el estado de un interruptor
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eléctrico: puede estar cerrado y permitir el paso de corriente a través de un circuito, o
puede estar abierto e impedir la circulaciéon de cargas; de esta manera, puede tomar los
estados encendido y apagado. Lo mismo puede decirse de un pistén neumaético de simple
o de doble accion: solamente puede considerarse en dos posibles posiciones: al inicio o
al final de su carrera de desplazamiento. Es muy comun, en las industrias, visualizar las
etapas de elaboracién de un articulo como una serie de estados tajantes entre los cuales la
transicion es instantanea, por ejemplo recibido, en camino, ensamblado y terminado. Un
ejemplo bastante comun en la ingenieria lo constituye el empleo de los controladores logicos
programables (PLC). Los sistemas a eventos discretos se pueden representar graficamente
por medio de funciones discontinuas con cambios abruptos, en particular las funciones
booleanas. En la figura 2 d) se muestra un ejemplo de sistema en tiempo discreto. A pesar
de que se emplean simbolos de uso comun en la electrénica, el uso de las operaciones Igicas
puede corresponder a sistemas de distinto tipo (comerciales, de produccion industrial, de
normas legales) en los cuales es la ocurrencia de un evento, y no el tiempo transcurrido, la
que detona los cambios en el estado del sistema.

1.3.3 Sistemas clasificados segun el nivel de certidumbre

Los éxitos obtenidos en los siglos XVIII y XIX en cuanto al estudio de la naturaleza, arro-
jaron la certeza de que, siempre que se repita un fenémeno bajo idénticas condiciones se
obtendran los mismos resultados, atribuyendo las variaciones a variaciones en las condicio-
nes. La necesidad de ampliar las explicaciones a una amplia gama de fenomenos condujo
a la necesidad de tomar en cuenta la variabilidad de los fenémenos como una propiedad
intrinseca de muchos de ellos.

Sistemas deterministicos

Se trata de sistemas en los cuales la salida correspondiente a una entrada especificada
mantiene siempre su valor. Por ejemplo, consideramos el fenémeno de la caida libre. El
modelo habitual indica que, siempre que dejamos caer de la misma altura un cuerpo, el
tiempo de caida sera siempre el mismo. Nadie duda que repetir la misma secuencia de
comandos en una computadora producira siempre el mismo resultado. Las figuras 2 a), b)
y d) representan ejemplos de sistemas deterministicos.

Sistemas aleatorios

Los sistemas aleatorios o sistemas estocdsticos, como contraparte de los sistemas determi-
nisticos, son aquellos en los cuales esta involucrado el azar o, dicho de manera mas formal,
se estudian haciendo uso de la teoria de las probabilidades. La consideracion fundamental
es que, cada vez que se repite un proceso o experimento, existe una variablidad intrinse-
ca asociada con los resultados, atin cuando se efectiie siempre bajo las mismas condiciones
controladas. Cuando esa variabilidad no es notoria ni afecta los resultados del experimento,
el sistema puede considerarse deterministico para todos los efectos précticos. Sin embargo,
las técnicas que toman en cuenta la variabilidad aleatoria permiten estimar cantidades con
un nivel de precisiéon suficiente para todas las aplicaciones practicas, un ejemplo notorio
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de ello son los sistemas de radar para la aeronavegacion, asi como el sistema de posiciona-
miento global (GPS). Los modelos matematicos de los sistemas dinamicos aleatorios son las
ecuaciones diferenciales estocésticas y las ecuaciones estocasticas en diferencias, las cuales
quedan fuera del alcance de este texto. La figura 2 ¢) muestra una sefial aleatoria, cuyo
valor, a diferencia de las figuras a), b) y d), no es posible predecir, atin conociendo el ins-
tante de tiempo, los valores anteriores y las condiciones de operacién: en cada ocasién en
que se repita el proceso, la senal tomaré valores distintos sin que sea posible determinar
con antelaciéon exactamente cuales serén.

1.3.4 Sistemas segun la distribucion espacial de las propiedades

Un sistema puede considerarse de pardmetros distribuidos o de parametros concentrados,
tal distincion tiene importantes consecuencias para la elaboraciéon de los modelos.

Sistemas de parametros concentrados

La suposiciéon de que los parametros se encuentran concentrados en un punto o regién
especifica del espacio permite simplificar considerablemente los modelos mateméaticos. Un
caso representativo es el anélisis de movimiento de los cuerpos. Si se considera que toda
la masa se encuentra concentrada en el baricentro de un cuerpo rigido, el anélisis de las
fuerzas y aceleraciones puede efectuarse de manera més efectiva. La resistencia de un con-
ductor es una propiedad distribuida, pero por conveniencia resulta practico modelar su
efecto como un resistor conectado a los restantes componentes del circuito por medio de
conductores ideales sin resistencia. Asimismo, la capacitancia de las lineas de transmision
eléctrica, en virtud de su gran longitud, es una propiedad distribuida cuyo efecto se vuelve
considerable y sin embargo en muchas situaciones resulta suficiente el considerar su efecto
como el resultado de conectar un capacitor con los demas componentes del circuito a través
de conductores sin capacitancia. La ventaja no resulta menor: permite elaborar modelos
basados exclusivamente en ecuaciones diferenciales ordinarias, es decir, en las cuales la fun-
cion incognita solamente es funciéon de una variable independiente. La figura 2 e) muestra
un sistema compuesta por varias masas puntuales, cada una concentrada en un punto con
coordenadas especificas y donde la suma de todas ellas equivale a la masa total del sistema.

Sistemas de parametros distribuidos

En contraste con los sistemas de parametros concentrados, los sistemas de parametros dis-
tribuidos caracterizan a componentes a través de funciones que indican la concentraciéon o
densidad de cierta propiedad. Ademas de los casos ya mencionados de distribucion de la
masa en un cuerpo eléstico, y de distribucion de resistencia y capacitancia en conductores
eléctricos, los modelos de parametros distribuidos son comunes en la mecanica de mate-
riales, la dinamica de fluidos compresibles y no compresibles, el flujo de calor en sélidos y
liquidos y los problemas de difusién. Como consecuencia de ello, los modelos resultantes
se deben expresar a través de ecuaciones diferenciales parciales, en las cuales aparecen de-
rivadas de las funciones incégnitas con respecto a méas de una variable. Estas ecuaciones
requieren un conjunto maés sofisticado de técnicas matemaéticas y los algoritmos de simula-
cion dinamica disponibles para ellos son considerablemente méas exigentes desde el punto
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de vista computacional. Por otra parte, los algoritmos para controlar este tipo de sistemas
no han alcanzado el grado de desarrollo de los algoritmos para sistemas de parametros
concentrados y son objeto de investigacion activa. La figura 2 f) se muestra para indicar
que, en contraste con la figura 2 ¢), la masa es una propiedad que se distribuye de acuerdo
con una funciéon que varia continuamente como funcion de las coordenadas x, y.

Alcance del texto

Una vez definido el espectro de posibilidades que puede cubrir el modelado de sistemas
fisicos, resulta adecuado delimitar la clase de sistemas que se van a estudiar: se trata de
sistemas deterministicos en tiempo continuo con pardmetros concentrados, con énfasis en
modelos lineales invariantes en el tiempo.

1.4 Ejercicios

. {Qué es la solucion analitica de una ecuacién diferencial?

. {Qué es un modelo mateméatico?

. (En qué consiste la simulacion digital?

. ¢Un modelo mas exacto es siempre mejor? Explique el fundamento de su respuesta.
. Qué son las entradas de un sistema?

;,Qué son las salidas de un sistema?

. Qué son las perturbaciones?

. Mencione tres ventajas de realizar el modelado.

© 0 N T A W N

. Mencione tres programas utilizados para realizar simulaciones digitales.

—
o

. (Es lo mismo resolver por computadora que realizar simulacion digital? Explique la
justificacion de su respuesta.

11. ;Qué es un sistema lineal invariante en el tiempo?

12. ;En qué consiste la propiedad de linealidad?

13. Mencione tres fenomenos fisicos en los cuales se manifiesta la no linealidad.

14. ;Cuales son las limitaciones del modelado?

15. jPara qué sirven los resultados de la simulaciéon?

16. ;En qué consiste la propiedad de la superposiciéon?

17. Proporcione tres ejemplos distintos de modelos en parametros distribuidos.

18. Proporcione un ejemplo de sistema estocéstico que esté relacionado con la ingenieria.

19. Considérese el caso de un cilindro neumatico para posicionar objetos.; En qué situa-
cién se le puede considerar como un sistema a eventos discretos y en qué situacion se
le puede considerar como un sistema en tiempo continuo?
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20. Considérese un motor eléctrico de corriente directa utilizado para el posicionamiento
de la aguja lectora de un disco compacto. ;Qué situacion justifica que se le considere
un sistema deterministico y cuéndo se justifica que se le considere como un sistema
estocastico?

1.5 Notas y referencias

Sobre modelado matematico en general existe una variedad de fuentes disponibles que dan
una idea acerca de los distintos enfoques existentes y los cambios que han sufrido a lo
largo del tiempo. En el area disciplinar relacionada con el contenido de la presente obra
destaca como antecedente el texto de Ogata [Ogata, 1987], el cual puede considerarse,
hasta cierto punto, como el pionero de obras mas recientes entre las que se incluyen los
textos [Palm, 2000] y [Woods and Lawrence, 1997]. Para una introduccién a un espectro
més amplio acerca de las distintas facetas del modelado se puede hallar una introduccién
concisa el breve texto de [Bender, 2000]. La conexiones entre la fisica clasica y el modela-
do matematico pueden explorarse en un repertorio de problemas|Lebedev et al., 1979]. El
modelado relacionado con ramas de la ingenieria un tanto mas diversas se abarca en obras
como [Aris, 1988] y [Kecman, 1988]. La obra de [Kanoop et al., 2008] da un panorama de
los desarrollos recientes. Un trabajo en el cual se expone un tratamiento de los sistemas
que involucran infomacion estocastica puede hallarse en [Solodovnikov, 1960].






Capitulo 2

Preliminares formales
matematicos

Reality is a wave function traveling both backward and forward in time '
—JOHN CASTI

2.1 Linealidad

La nocién de linealidad es un concepto central en la realizaciéon de modelos matematicos,
tomando en cuenta que gran cantidad de propiedades se expresan mas facilmente para
sistemas lineales. Se dice que una funcion f(x) es lineal si, para todos los valores x e y del
argumento, y para cualquier constante «, se cumplen las siguientes dos propiedades:

e Homogeneidad: un escalamiento de la variable independiente produce un escalamiento
similar en el valor correspondiente de la funcién, es decir, cumple con la identidad

flaz) = af(z), (2.1)

e Superposicion: cuando la imagen de la suma de cualquier par de valores del argumento
es igual a la suma sus respectivas imagenes, es decir

flx+y) = f(=)+ f(y) (2.2)

A la propiedad de homogeneidad con frecuencia se le conoce como proporcionalidad y a la
superposicion también se le llama aditividad. Por ejemplo, la funcién que representa a una
linea recta que pasa por el origen, definida por

flx) =5z

1John L. Casti (1943-). Matematico, empresario, divulgador y futorélogo estadounidense. Especialista
en Sistemas Dinamicos y Teoria del Matemaética del Control, es autor de abundantes textos acerca de
fenomenos complejos y las posibilidades que ofrece la simulacion computacional, antiguo miembro del
Instituto Santa Fe y de ITASA.
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es una funcion lineal, ya que, por una parte, para cualquier constante «, al sustituir z por
ax se tiene

flaz) =baxr = o - 5z = af(x),

mientras que, para cualesquiera valores z y, al sustituir z 4+ y en lugar de x, se obtiene

flz+y)=5(x+y) =5z +5y = f(z) + f(y),

por lo que, al cumplirse tanto la homogeneidad como la superposicién, se concluye que la
funcion es lineal. Una expresion més compacta (pero menos descriptiva) de la definicion
de linealidad de una funcion es la siguiente: la funcion f(z) es lineal si, para todos = e y
en el dominio de f, y para cualesquiera numeros constantes « y 3, se cumple la siguiente
identidad

flax + By) = af(x) + Bf(y).

Es de destacarse, por otra parte, que la linealidad se define no solamente para funciones en
las cuales las variables son nimeros. Por ejemplo puede considerarse que la operaciéon de
derivacion, es una funcién en la cual el dominio es la clase de funciones diferenciables, y el
contradominio es un cierto conjunto de funciones. Entonces, por ejemplo podemos indicar
que z(t) e y(t), ademas de ser funciones, pueden ser cada una, el argumento de % (1) vy de
inmediato, por las propiedades elementales de la derivada tenemos

e Homogeneidad:

o (az(t)) = a@tf(t)

e Superposicion:

) +y(0) = alt) + (o)

por lo tanto, con toda propiedad se puede decir, que la derivacion es una operaciéon lineal.
Un caso similar es el de la integral definida: aqui el dominio es el conjunto de funciones
que son integrables en el sentido de Riemman en un intervalo [a, )] y el contradominio un
subconjunto de los nameros (reales o complejos, segin sea el caso). Si x(t) e y(t) pertenecen
a dicho dominio, denotamos la operaciéon de integral definida como

/a ’ (b,

y debido a las propiedades elementales de la integral, tenemos

/ab ax(t)dt = a/abx(t)dt,

b b b
/ (w(t) + y(£))dt = / 2(t)dt + / y()dt,

e Homogeneidad:

e Superposicion:
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razén por la cual la integral definida es también una operacion lineal. Como consecuencia
de la propiedad de linealidad, la transformada de Laplace de la funcion f(¢)

U0)= [ e (23

es también una operacion lineal, es decir, para todas funciones f(t), g(¢) para las cuales
esté definida la transformada de Laplace, se tiene

LA} =al{f@®)}) v L{fO) +9@)} = L{f(BO}+ LA{g(D)} (2.4)

2.2 Soluciones analiticas y soluciones numéricas

Solucion analitica

La solucion analitica de una ecuacion diferencial consiste en expresar la solucion por medio
de una expresion matemaética explicita que permite, al sustituir los valores de la variable
independiente, obtener los valores de la funcién incognita. Por ejemplo, considérese la
ecuacion diferencial de primer orden que junto con las condiciones iniciales, constituye
un problema de valor inicial

dr =—-2z+1, =z(0)=0. (2.5)
dt

La solucion de (2.5) se puede obtener mediante distintas técnicas, como la separacion
de variables, el uso del factor integrante y la transforamada de Laplace. La ventaja de
la solucion empleando la transformada de Laplace consiste en que el procedimiento de
solucién incluye desde un principio a las condiciones iniciales. Mas adelante se utilizara
a la transformada como medio de representacién, mas que como técnica de solucién de
ecuaciones diferenciales. Por el momento, apliquémosla en la solucion de (2.5):

sZ(s) —x(0) = —2%(s) + %
(s +2)i(s) = -
N 1
() s(s+2) (2.6)



28 CAPITULO 2. PRELIMINARES FORMALES MATEMATICOS

Soluciéon numeérica

La simulacion digital consiste en la resoluciéon numeérica de ecuaciones diferenciales, usando
para ello un método numérico incorporado en una computadora digital. Dependiendo de
los recursos del usuario, puede emplearse desde un lenguaje de programaciéon de propdsito
general, hasta un software especializado ad hoc, con las interfaces especificamente disenadas
para tal fin. El ejemplo mas sencillo de un método numérico para resolver ecuaciones
diferenciales es el método de Euler, que resulta apropiado para ecuaciones de primer orden.
Dada la ecuacion diferencial

% f(at) (2.7)

para comprender la idea de este método, basta con analizar la definicién de derivada

dr . x(t+ At) — 2(1)
@& =T A 38)
entonces se puede aproximar
dr _ x(t+ At) — x() (2.9)

dat = At ’

es decir, se puede calcular una secuencia de valores aproximados de la solucién de la ecuacién
diferencial (2.7) considerando

z(t + At) — z(t)

se puede obtener una secuencia de N valores aproximados para instantes de tiempo uni-
formemente espaciados t = g, tg + At, tg + 2A, ..., to + NAt.

x(t+ At) = z(t) + f(z,t) - At. (2.11)

Notese que, al igual que en el caso de la solucién analitica, es necesario conocer el valor
inicial ¢9. La ecuacién (2.11) constituye el caso mas sencillo de un método numérico utilizado
para resolver numéricamente ecuaciones diferenciales: el método de Euler. Se trata de un
método bésico y en la practica se utilizan métodos maés eficientes, pero este método revela el
caracter esencialmente aproximado de las soluciones numéricas. Considérese como ejemplo,
el problema de hallar los valores de la soluciéon de la ecuacion diferencial

dx
T —2x+1, x9=1, (2.12)
en el intervalo [0, 2]. La eleccion del ntimero de puntos N para los cuales se desea hallar
la soluciéon depende del objetivo que se tenga en mente o la aplicaciéon de la ecuaciéon
diferencial. Supongamos que deseamos conocer N = 10 valores uniformemente repartidos
dentro del intervalo, entonces el incremento de la funcién sera

2-0

At=——=0.2 2.13
10 ( )
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Figura 3: Solucion analitica y solucion numérica de la ecuacion diferencial &(t) = —2x + 1,
con la condicién inicial (0) = 0.

La secuencia de valores aproximados se calcula aplicando de manera recurrente la formula
(2.11) a la ecuacion diferencial (2.12)

x(t + At) = x(t) + (—2z(t) + 1) At (2.14)
para los instantes ¢t = 0,0.2,0.4,...,1.8,2.0. Efectuando los célculos de acuerdo con (2.14)

2(0.2) =0+ (-2-1+1)-0.2=0.2
2(04) =0.24 (=2-0.2+1)-0.2 =0.32
2(0.6) =0.32+ (—2-0.32+1) - 0.2 = 0.392 (2.15)

2(2.0) = 0.4949 + (=2 0,495 + 1) - 0.2 = 0.497.

Los resultados del procedimiento se han graficado y se muestran como puntos aislados en
la figura 3, comparéndolos con la curva continua obtenida graficando la solucién analitica
z(t) = $(1—e™?).

Las graficas mostradas en la figura 3 proporcionan una idea de la cercania entre los resul-
tados de la solucéon aproximada empleando un método numérico, también conocida como
simulacion digital y la grafica de la funcion obtenida por solucion analitica. Atn cuando
la soluciéon analitica suele considerarse como la solucién exacta, y por lo tanto mas desea-
ble, ocurre que en muchos casos no es posible obtener una solucién analitica, ya sea por
la complejidad o por el nimero de ecuaciones diferenciales involucradas, asi que la tnica
manera de obtener soluciones sera, en muchos casos, a través de las simulaciones.

En principio, cualquier lenguaje de programaciéon que permita manejo de operaciones mate-
maéticas numeéricas permite también llevar a cabo simulacion: en muchos de tales lenguajes
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se han desarrollado conjuntos extensos de paquetes o librerias que le ahorran al usuario la
tarea de programar desde cero los procedimientos numéricos necesarios.

Existen otras maneras de utilizar las capacidades de los sistemas de computo para obtener
soluciones de ecuaciones diferenciales. En particular el cémputo simbdlico permite hallar
soluciones en forma de expresiones matematicas cerradas sin que exista un procedimiento de
céalculo numérico de por medio. Es decir, el uso de computadora para resolver ecuaciones
o sistemas de ecuaciones diferenciales no es un sinénimo de simulacion digital. A pesar
de las ventajas del computo simbélico, se trata de un enfoque que también posee claras
limitaciones: por una parte utiliza extensivamente los recursos de la computadora, y por
la otra, no necesariamente proporciona la informacién deseada, ya que la simplicacioén
que realiza no suele coincidir con la manera en que las personas interpretan la informaciéon
matematica.

2.3 Modelos para sistemas lineales

El modelado de sistemas lineales puede realizarse ventajosamente utilizando tres distintos
enfoques:

1. ECUACIONES DIFERENCIALES. Puede tratarse de una sola ecuacion diferencial de pri-
mer orden o de orden superior, o bien dos o mas ecuaciones diferenciales simulataneas
de orden superior. Ejemplos emblematicos del primer caso son la ecuaciéon diferen-
cial de la curva elastica en el modelado de una viga en mecanica de materiales, el
modelado de un circuito RLC serie o el modelado de un sistema que consta de una
masa que cuelga de un resorte elastico y esta sujeto a la accién de un amortiguador.
Como ejemplos del segundo caso tenemos a sistemas que costan de masas acopladas
por medio de elementos elésticos, circuitos pasivos con miltiples mallas y motores
eléctricos. De manera genérica, nos referimos a este tipo de modelos como ecuaciones
dinédmicas.

2. FUNCIONES DE TRANSFERENCIA. Una forma utilizada desde hace muchos afios para
representar sistemas de control es la funcion de transferencia, que se basa en la trans-
formada de Laplace, la cual se utiliza para resolver ecuaciones diferenciales (lineales
con coeficientes constantes) utilizando procedimientos que mayormente involucran
algebra. Pero la resolucion analitica de ecuaciones diferenciales no es la meta princi-
pal cuando se emplea la funcion de transferencia, su utilidad reside en proporcionar
informacién sobre las caracteristicas dinamicas de la respuesta de un sistema, inde-
pendientemente de la entrada que se aplique.

3. MODELO EN VARIABLES DE ESTADO. El modelado utilizando variables de estado es
la técnica mas reciente de las tres que se describen y consiste, a grandes rasgos, en
definir un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden, el nimero de estas
ecuaciones es igual al orden del sistema. Este enfoque de modelado no es exclusivo
para sistemas lineales, pero es indiscutible que es en ese tipo de sistemas que se han
podido explotar las ventajas, pues permiten usar todo el aparato teorico que se ha
desarrollado para el algebra lineal.
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Ecuaci6n diferencial.

i(t) = f (x(2), u(e))

A%
. ¥(@) = Cx(t)
Variables de estado.
Funci6n de I:mmsfch/ .

Figura 4: Alternativas en el modelado de sistemas lineales.

La figura 4 ilustra las tres alternativas que se describen en este texto, asi como las vias por
las cuales es posible pasar de una formulacién a otra.

El modelo bésico para todo sistema dinamico en tiempo continuo es un modelo expresado
en forma de ecuacidn diferencial ordinaria, obtenida a partir de la aplicacion de las leyes
fisicas y las interrelaciones de los componentes del sistema, por ello se indica en el 6valo
superior de la figura. El 6valo inferior izquierdo representa el modelo en forma de funcidn
de transferencia, para el cual se han desarrollado un sinimnero de técnicas que permanecen
vigentes en la actualidad. Finalmente, del lado inferior derecho se muestra el modelo en el
espacio de estados, el cual resulta particularmente apropiado para el modelado de sistemas
con varias entradas y varias salidas. Se ha dibujado una serie de lineas de enlace entre los
distintos tipos de modelos y numeradas del I al VI.

e La linea I representa el procedimiento de obtener una funcién de transferencia, por
medio de la transformada de Laplace, a partir de la ecuaciéon diferencial.

e La linea de enlace II representa el procedimiento inverso al anterior, que consiste en
hallar una ecuacion diferencial asociada con la funcién de transferencia.

e La linea III representa el procedimiento de encontrar, mediante un cambio de variable
y otras sencillas manipulaciones algebraico-diferenciales, un modelo en variables de
estado a partir de la ecuacion diferencial.

e La linea I'V describe el paso de modelo en variables de estado a una ecuacion diferen-
cial, lo cual se efectua en ocasiones con fines de calibraciéon de los modelos.

e La linea V indica la obtencién de un modelo multivariable de funcién de transferencia
a partir de un modelo en variables de estado, lo que se realiza a través de un simple,
pero a veces laborioso, procedimiento algebraico.
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e Finalmente, el enlace VI indica la obtencién de uno de los muchos modelos en variables
de estado a partir de una funciéon de transferencia, lo cual se lleva a cabo a través de
las técnicas que forman parte de lo que se conoce como teoria de la realizacon.

2.3.1 Diagramas de bloques de operaciones analégicas

Antes del uso extendido de las computadoras digitales, la simulacién de sistemas dina-
micos se llevaba a cabo por medio de dispositivos analégicos. Las senales simuladas eran
representadas por medio de voltajes y operaciones tales como la suma, la comparacion, la
magnificacion y la integracion se llevaba a cabo por medio de amplificadores operacionales.
El configurar el circuito era un proceso bastente meticuloso y los cambios en la configu-
racion requerian cambios en las conexiones eléctricas fisicas. Con el uso de computadoras
personales, portatiles y equipos moviles de gran poder de computo, junto con los avan-
ces en software, esa época ha quedado atras, dejando tras de si un legado de simbolos
que actualmente son empleados para representar distintas operaciones de simulacién que
se implementan, usando los lenguajes tipicos de ese estilo son MATLAB/SIMULINK® y
scilab/xcos. software especializado, por medio de computadoras digitales. En la figura 5
se muestra una serie de figuras ttiles para efectuar programas de simulacién que represen-
tan componentes de sistemas dinamicos, algunos de los cuales se explican a continuacion,
las lineas del lado izquierdo de cada bloque representan las senales de entrada, mientras
que las del lado derecho representan las seniales de salida.

Sumador

Los primeros dos bloques son versiones alternativas del bloque de suma, el cual requiere al
menos dos senales de entrada,

entradas U

(1), u2(t)

salida (t) = u1(t) + ua(t).

<

Se puede configurar para aceptar un mayor nimero de entradas, pudiento seleccionar que
ninguna, una, o todas las senales ingresen con signo positivo o negativo.

Bloque de ganancia constante

Este bloque emplea una sola entrada para producir una salida.

entrada u(t)
salida y(t) = Ku(t).

Existen opciones para que la entrada sea un vector y la salida un vector de la misma
dimension en el cual cada uno de los componentes se obtiene multiplicando a la respectiva
componente de la entrada.
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Figura 5: Diagrama de bloques con operaciones analégicas.
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Bloque de multiplicacién

entradas uy (t), uz(t)
salida y(t) = ug (t)usa(t).

El bloque puede ser configurado para efectuar la operacion de division, asi como para
efectuar el producto de més de dos factores.
Bloque integrador

Este bloque acepta una sola entrada (que puede ser escalar o vectorial) y produce una
salida del mismo tipo que la entrada

entrada u(t)

t
salida y(t) =yo +/ u(0)d 6.
0

Por defecto, este bloque utiliza la condicién inicial yo = 0, pero este valor puede ser reem-
plazado por cualquier otro nimero (si la senal es escalar) o vector numeérico (en el caso de
que la sefial sea vectorial).

Funcién trigonométrica

Este bloque devuelve como salida el valor de la funciéon trigonométrica de la senal de
entrada, dicha funcién puede ser seno, conseno, tangente, etc.

entrada u(t)

salida y(t) = ben(u(t)),
salida y(t) = cos(u(t)),
salida y(t) = tan(u(t)), ete.

la entrada se considera en radianes, atn cuando existen lenguajes graficos de programacion
que permiten trabajar en grados sexagesimales.

Funcion de transferencia en tiempo continuo

La entrada de este bloque es una funciéon que depende del tiempo, atin cuando el bloque
indica que se trata de una funcién de transferencia. Esto puede generar confusién, ya que
puede inducir a creer que las operaciones se efectiian sobre la variable s.

entrada u(t)
salida y(t) = L7H{G(s)u(s)} .

La relacién entrada-salida de este bloque se puede entender asi: la salida del bloque en
cada instante t es el resultado de hacer con la entrada u(t) las operaciones definidas por la
transformacion inversa de Laplace de

G(s)u(s) = u(s). (2.16)
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una manera alternativa de explicar lo que hace este bloque es empleando la propiedad de
convolucién de la transformada de Laplace. Si G(t) = L7 {G(s)}, entonces la salida es la
convolucion de las funciones G(t) y u(t), a saber

t
y(t) = / G(t)u(t — 0) do. (2.17)
0
Para mas detalles, consultar el apéndice C y la bibliografia respectiva.

Funcién definida por el usuario

Se trata de un bloque para indicar que, para cada instante de simulacion ¢, el valor de la
salida y(t) es el resultado de aplicarle a la funcién de entrada u(t) las operaciones definidas
dentro del bloque.

entrada u(t)
salida y(t) = f(u(t)),

donde f(u) indica las operaciones que hay que efectuar sobre la entrada para obtener el valor
de la salida, que deben efectuarse de acuerdo con las reglas del lenguaje de programaciéon
en cuestion. Si, por ejemplo, se busca que la salida sea el cuadrado de la suma de la entrada
y una constante ¢, entonces f(u) = (u + c).

Bloque de multiplexién

Esto bloque recibe como entradas a dos o méas senales y produce como salida a un wvector
cuyas respectivas componentes son las las variables de entrada.

entradas u (1), ua(t)
salida y(t) = ( Z;Eg ) )

Es decir, empaqueta dos senales escalares en una senal vectorial. El bloque se puede confi-
gurar para recibir més de dos entradas. En el caso de senales reales, para cada valor de t,
se puede considerar como una funcién f: R x R — R2.

Bloque desmultiplexor

Este bloque efectuia la accion opuesta al bloque del multiplexiéon: tomando como entrada a
una senal con varias componentes escalares, produce nimero de salidas igual al namero de
componentes del vector de entrada.

uy(t)
entrada u(t) =
o= uy)
salidas y1(t) = ui(t), y2(t) = ua(t).
Es decir, este bloque desempaqueta una senal vectorial y entrea las dos componentes como

senales escalares por separado. Se puede configurar para aceptar como entrada a vectores
con mayor nimero de componentes.
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Derivador

Efectaa la derivada numeérica de la senal de entrada, utilizando para ello un método numé-
rico.

entradas u(t)

salida y(t) =

Bloque de saturaciéon

Este bloque trunca el valor de la senal cuando el valor de la entrada alcanza o excede cierto
umbral especificado por el usuario

entradas u(t)
yiost u(t) <,
salida y(t) =<9 wu(t) st x1 <u(t) <o,
ya st u(t) > xg,

donde x1 < 22y y1 < Ya.

Bloque de retardo unitario

La operacion de retardo generalmente esté asociada con la simulacién en tiempo discreto,
no obstante, su empleo se puede extender cuando se desea retener el valor de la senal
correspondiente a un instante previo, sin que este instante tenga necesariamente que ser el
instante inmediato anterior.

entrada u(t)
salida y(t) =u(t—1).

El bloque se puede configurar para que el retardo sea distinto de la unidad.

Funcion escalon

Este bloque entra dentro de la categoria de fuentes de senal, por el hecho de que no requiere
una entrada para su funcionamiento.

entrada no requiere
. [0, si ow(t) <0,
salida y(®) { 1, si wu(t)>o0.

Un ejemplo sencillo, pero significativo, del empleo de este tipo de diagrama de bloques
se exhibe en la figura 6, donde se muestra un ejemplo de diagrama de bloques para la
ecuacion diferencial Polt ot .

dig ) i R % + Za(t) = u(o). (2.18)
Por otra parte, en la figura 7 se muestra el diagrama de bloques para efectuar la simulacién
utilizando xcos.

L
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Figura 6: Diagrama genérico de bloques con operaciones analdgicas.
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Figura 7: Diagrama de bloques con operaciones analégicas implementado en xcos.
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2.4 Ejercicios
1. Elaborar el diagrama de bloques para simulacién del siguiente sistema

d3x(t) L d*x(t) dx(t)

3 dt3 dt? dt

=0

+ 2sen(t)

2. Elaborar el diagrama de bloques para simulacion del sistema descrito por la siguiente
ecuacion diferencial
d*0(t)
dt?

Efectuar la simulacién utilizando u(t) = cos(2t), en el intervalo ¢ € [0, 10], con las

condiciones iniciales 6(0) = 0, de(t) =0
t=0

+9.8sen d(t) = u(t).

3. Para cada una de las siguientes funciones, determinar si la funcién es lineal o no lo
es, indicando cual es el requisito que no cumple para ser lineal

a) f(z) =

b) f(xz) = cx, ¢ constante.

¢) f(z,y) = ax + By, siendo o y B ntimeros constantes.

d) f(z,y) =2z + by.

e) p(t) =3t+1.

1) Flw) = we cos(t).

g) f(t) = we3 cos(t), w € R.

h) f(t) = 5e* cos(Bt).

i) f(y) =Iny.

j) f@) = cos(t +2).

K) f(z) = 2cos(t + ).

1) o(u ,v) = ucos( )+ wt, t > 0.
m) (u,v,t) = wcos(t) + vt.

n) o(u,v,t) = ucos(t) + v + 3t.

0) g(y) =3y +1.

p) hy) =ay+ B, cona,BeR.

q) f(x1,22,...,2n) = 21 + 222 + - -+ + N&,, siendo n un entero positivo.
r) g(x1,x9,...,2,) = x1 + 222 + -+ - + nxYy + N

s) L(x(t)) = 3i&(t) + 4i(t) + t?z(t), para 0 < t < oo y siendo x(t) una funciéon con

segunda derivada continua.

t) L(xz(t)) = ad(t) + Bz(t) + yx(t), para 0 < t < co y siendo z(t) una funciéon con
segundas derivadas continuas.



2.5. NOTAS Y REFERENCIAS 39

u) L(z(t)) = au(t)i(t) + Bu(t)i(t) + yw(t)x(t), para 0 < t < co y siendo z(t) una
funcion con segundas derivadas continuas, y u(t), v(t), w(t) funciones continuas
definidas en el mismo intervalo que x(t).

v) L(z(t)) = au(t)@(t) + Bu(x(t)E(t) + yw(t)z(t), para 0 < ¢t < oo y siendo x(t)
una funcién con segundas derivadas continuas, y u(t) y w(¢) funciones continuas
definidas en el mismo intervalo que z(t), y siendo v(z) una funcion lineal no
constante.

w) L(z) =3z +4.

4. Elaborar el diagrama de bloques para simulacién que corresponde al siguiente con-
junto de ecuaciones diferenciales

&(t) = —3x(t) + 2y(t) + 2(¢)
y(t) = —y(t) — 52(t)
Z(t) = —4z(t),

y efectuar la simulacion. Graficar en el espacio fase tridimensional (x(t),y(t), z(¢).
SUGERENCIA PARA USUARIOS DE scilab. Realizar la simulacién en xcos y exportar
los datos al espacio de trabajo de scilab, graficando por medio de parm3d. .

5. Elaborar el diagrama de bloques para simulacién que corresponde al siguiente con-
junto de ecuaciones diferenciales

y efectuar la simulacion. Graficar en el espacio fase tridimensional (z(t),y(t), z(t).
SUGERENCIA PARA USUARIOS DE scilab. Realizar la simulacién en xcos y exportar
los datos al espacio de trabajo de scilab, graficando por medio de parm3d. .

2.5 Notas y referencias

Todos los preliminares matematicos necesarios para comprender cabalmente los temas del
libro pueden consultarse en [Kurmyshev and Sanchez-Yanez, 2003]. Para un manejo un po-
co mas extenso de los usos de la transformada de Laplace se recomienda [Spiegel, 1999],
mientras que la obra de consulta tedrica por excelencia es [Doetsch, 1974]. Los preliminares
se pueden profundizar en obras de consulta como [Myskis, 1975]. Al final de este capitu-
lo, asi como los ejercicios, se hace referencia al uso de scilab . En el capitulo 7, cuyo
contenido puede leerse de manera independiente al resto del texto, se explica el uso de
este software para quienes deseen incursionar en su empleo. En [Burden and Faires, 2011]
y [Chapra and Canale, 2007] se describen extensivamente métodos numéricos para la solu-
ci6n aproximada de ecuaciones diferenciales.






Capitulo 3

Modelado de sistemas fisicos

Mathematics is an experimental science, and definitions do not come first, but later on '
—OLIVER HEAVISIDE

3.1 Leyes fisicas y ecuaciones dindmicas

Las leyes fisicas describen el comportamiento de los sistemas desde del punto de vista de
fendmenos que son observados. Asi, por ejemplo un sélido cualquiera, por ejemplo una barra
de metal, se comporta de acuerdo con distintas leyes fisicas, cada una de las cuales describe
un aspecto de la realidad de dicho objeto: las leyes del movimiento de Newton describen
su desplazamiento, por ejemplo, durante su descenso dentro de un estanque lleno de agua,
la ley de Ohm describe el paso de corriente de acuerdo con el voltaje aplicado entre los
extremos, y la ley de Fourier describe de manera aproximada el fenémeno de transferencia
de calor entre un extremo en contacto con una fuente de calor y otro extremo libre. Esto
nos da la idea de que un mismo objeto puede considerarse, cada vez, como un sistema
mecanico, eléctrico, o térmico, segun el fenémeno que se busque analizar. No obstante lo
anterior, en las aplicaciones de ingenieria, hay objetos que se analizan primordialmente
como sistemas o componentes de sistemas de cierto tipo. Tal es el caso de las bobinas,
que por lo comin se analizan como componentes de sistemas eléctricos, o las poleas, que
comunmente se consideran como componentes de sistemas mecanicos.

Por otra parte, es posible obtener un mayor provecho del analisis aplicando las leyes fisicas
cuando se les utiliza para describir no solamente la relacion entre cantidades determinadas
en cierto instante especifico, sino también la manera en que esta relaciéon cambia conforme
transcurre el tiempo. Asi, pensando en la barra metéalica descendiendo dentro de un estan-
que de agua, no solamente se busca establecer su velocidad en un instante determinado,
sino predecir si dicha velocidad tomaré o no un valor constante al cabo de cierto tiempo
(antes de que la barra alcance el fondo). Las ecuaciones que describen la evolucion de dichas

1Oliver Heaviside (1850-1925), ingeniero eléctrico y fisico-matematico inglés. Autodidacta, entre sus
innumerables aportaciones esta el uso de métodos operacionales formalizados después con ayuda de la
integral de Laplace. Precursor en el uso del calculo vectorial, su caracter independiente y desapego a los
formalismos superfluos, tanto en lo matemaéatico como en lo social, hicieron turbulentas sus relaciones con
el estamento cientifico de su época.

41
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variables en el tiempo se denominan ecuaciones dindmicas y generalmente son ecuaciones
diferenciales.

3.2 Sistemas mecanicos

3.2.1 Movimiento traslacional
Nota sobre la derivada de un vector

Un vector v(t) puede expresarse segin sus tres componentes con respecto a un sistema
cartesiano de coordenadas, con los vectores unitarios basicos i, j y k,

v(t) = vz ()i 4+ vyj + vk (3.1)

Si las componentes del vector son, ademas, funciones diferenciables, la derivada de un vector
puede expresarse en términos de las respectivas componentes:

_dv(t)  dug(t), | duy(t),  du.(t)
“a T a T YT &

v(t) K. (3.2)

Relaciones cinematicas

La posicion de cualquier punto en el espacio se describe por medio de un vector de posicion.
Dicho punto cambia de posicién en cada instante de tiempo durante el movimiento, es decir
la posicion es una funcion del tiempo. Si r es el vector de posicion, entonces

r =r(t). (3.3)
_ dr(®)
v(t)=— (3.4)

De manera similar se define la aceleracién, como la razén de cambio instantanea de la

velocidad, es decir
dv(t)
t) = . 3.5
a(t) = (35)

Concatenando las ecuaciones (3.4) y (3.5), se obtiene la relacion entre el desplazamiento y
la aceleracion

d?r(t)
a(t) = ——. 3.6
(1) ="7; (36)
De manera abreviada, la velocidad y aceleracion se pueden representar colocando un punto
sobre el simbolo que representa a la variable en cuestion.

v(t) = ¥(t), a(t) = ¥(t) = (1) (3.7)

Son las leyes de Newton las que constituyen la base, por excelencia, del estudio de sistemas
mecanicos. Aun cuando los avances posteriores en la fisica han establecido que son leyes
que se cumplen bajo un conjunto de condiciones muy particulares, su aplicabilidad practica
en problemas de ingenieria ha resultado indiscutible.
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Figura 8: Ilustracion de la segunda ley de Newton.

la. LEY DE LA INERCIA. Todo cuerpo tiende a permanecer en estado de reposo, o bien
seguir en movimiento rectilineo uniforme, a menos que se le aplique una fuerza ne-
ta. Esta condicién se puede expresar como una suma vectorial, conocida como la
condicion de equilibrio traslacional:

SF = 0. (3.8)

2a. LEY DE LA ACELERACION. La resultante de la suma de fuerzas que acttian sobre un
cuerpo es igual al producto de la masa por la aceleracion. Esta ley puede expresarse

como
¥F = ma. (3.9)

3a. LEY DE LA ACCION Y LA REACCION. Cuando un cuerpo ejerce una fuerza sobre otro,
el segundo cuerpo ejerce sobre el primero una fuerza de igual magnitud, pero de
sentido opuesto. Si a la primera de las fuerzas la denominamos Fi5 y a la fuerza de
reaccion la denominamos Fo1, esta ley se puede expresar com

Fgl = —F12. (310)

La aplicacion de la primera ley es la base de los analisis del equilibrio en piezas mecénicas,
miembros estructurales y construcciones enteras. La segunda ley permite efectuar anéalisis
de fuerzas a los cuerpos sometidos a cambios en velocidad. A pesar de que posteriormente
se han formulado leyes mas generales, de las cuales hablaremos posteriormente, a partir de
las cuales es posible obtener la ecuacion (3.9) como caso particular, sigue considerandose,
por su simplicidad, como piedra angular en el analisis dindmico. La tercera ley permite,
entre otros muchos analisis, determinar la transmisiéon de fuerzas en sistemas que constan
de un conjunto de cuerpos rigidos en movimiento, tal y como es el caso de los mecanismos
utilizados en un sinntimero de aplicaciones.
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Resorte lineal

En la figura 9 se muestra un resorte lineal, es decir, que sigue la ley de Hooke. A la izquierda,
se contrasta la longitud sin deformar del resorte, [y, con la longitud que adquiere cuando se
le aplica una fuerza F'. La diferencia entre su longitud sin deformar y la longitud deformada
se denomina elongaciéon. En el caso de que la fuerza aplicada sea de compresion, y de que
existan las restricciones al movimiento de tal manera que la tinica deformaciéon del resorte
sea en el sentido de la fuerza aplicada longitudinalmente, (lo cual puede lograrse a través
de guias de movimiento u otros medios auxiliares) el resorte disminuira su longitud. En
este sentido el término elongacion se considera una cantidad algebraica, que puede tener
uno u otro signo: positivo en el caso de fuerzas de tracciéon, y negativo en caso de fuerzas
de compresion. La ley de Hooke simplemente establece que la deformaciéon experimentada
por el resorte es proporcional al la fuerza aplicada. Como muchos modelos ampliamente
utilizados, esta ley solamente se cumple dentro de un intervalo restringido de valores, fuera
del cual puede cambiar la configuracion fisica del resorte: si se le estira demasiado, hasta
deshacer las espiras, ya no se comportara como un resorte, sino como un alambre estirado
y la fuerza necesaria para lograr un minimo estiramiento adicional seria mucho mayor. Por
el contrario, si se le contrae a tal punto que las espiras se cierran, suponiendo que no se
pandeara, la presion para lograr un poco mas de deformacion seria tan grande como cuando
se intenta comprimir un bloque sélido hecho del mismo material del resorte. Pero aAzn
dentro de la zona intermedia entre los dos extremos descritos, el comportamiento lineal
que se muestra en la grafica del lado derecho de la figura 7 es solamente una aproximiacion,
con frecuencia la curva caracteristica fuerza-deformacion es ligeramente concava o convexa.
En el primer caso se dice que se trata de un resorte blando y en el segundo que se trata de
un resorte duro. De cualquier manera, la aproximacion

F=ké (3.11)

resulta acertada para la mayor parte de las necesidades de modelado. Otro punto interesante
es que, el resorte posee una masa distribuida y por lo tanto un descripciéon de la dindmica
del movimiento del resorte deberia incluir el efecto inercial de la distribucion de la masa, la
cual es cambiante de acuerdo con la deformacion experimentada. El hecho de que la mayor
parte de las veces el resorte forma parte de un sistema en el que las masas en movimiento son
de mucho mayor magnitud que las del mismo resorte, hace que la aproximaciéon obtenida
sea satisfactoria la mayor parte de las veces.

La fricciéon viscosa

La friccion viscosa es un fenémeno que se produce debido a la oposicion al movimiento
relativo entre las moléculas de un fludo, o bien al movimiento relativo de las moléculas del
fluido con respecto a una superficie solida. En la figura 10 se describe un modelo simplificado
de la friccién viscosa que se emplea de manera bastante habitual en las aplicaciones. La
figura 10 a) ilustra el principio general de la fuerza de arrastre: un sélido con movimiento
relativo con respecto a un fluido experimenta una fuerza de arrastre que se opone a dicho
movimiento: el cuerpo de forma esférica se mueve con una velocidad v hacia la derecha,
a consecuencia de lo cual experimenta una fuerza hacia la izquierda que se opone a dicho
movimento; se trata de una fuerza reactiva, es decir, sélo ocurre cuando hay movimiento
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Figura 9: Resorte lineal e ilustracion de la ley de Hooke.

relativo entre el cuerpo y el fluido. La figura 10 b) muestra un caso tipico: el de una
masa sujeta firmemente al extremo de un amortiguador viscoso y que se desplaza con
una velocidad v hacia abajo. El extremo inferior del amortiguador se encuentra fijo con
respecto al sistema de referencia, por lo que su velocidad es cero. La figura 10 ¢ muestra
a ambos bloques separados para indicar la fuerza transmitida: dado que los extremos del
amortiguador se estan acercando uno con respecto a otro, la friccion viscosa se opone y
ocasiona que el amortiguador aplique una fuerza contra el bloque, la cual tiene sentido
contrario a la velocidad y magnitud proporcional a la misma:

f=—cv. (3.12)

Por la ley de la accién y reaccioén, el bloque transmite al amortiguador una fuerza en
la direccion del movimiento. Dentro del cilindro del amortiguador se indican, con linea
discontinua, lineas del flujo que ingresa de la camara inferior a la cdmara superior, lo cual
explica la resistencia al movimiento. En la figura 10 ¢) se muestra el simbolo simplificado
del amortiguador viscoso, el cual se emplea incluso cuando el componente mecéanico en el
cual ocurre la resistencia al momvimiento no sea un amortiguador viscoso con la forma de la
figura 10 b), por ejemplo cuando la friccion viscosa representa la resistencia al movimiento
relativo de dos superficies separadas por una delgada capa de lubricante. Por otra parte,
con frecuencia se emplean amortiguadores viscosos con una masa mucho menor a la de
las restantes masas en movimiento, por lo que es comun despreciarl su valor. Bajo esta
consideracion y de acuerdo con la segunda ley de Newton, las fuerzas transmitidas en ambos
extremos del amortiguador resultan idénticas, lo que simplifica enormemente el analisis de
sistemas mecanicos dotados de esta funcion. Finalmente, en la figura 10 e), se muestra la
caracteristica ideal fuerza-velocidad del modelo de la friccion viscosa. Los amortiguadores
viscosos reales presentan notables diferencias con respecto a los amortiguadores que siguen
el modelo descrito en la figura 10 b)-e):

e Por una parte, el flujo interno del fluido tiene una direccién preferencial, establecida
a través de valvulas antiretorno, también conocidas como valvulas check. Esto quiere
decir que la fuerza con la cual se opone un amortiguador al movimiento de compresion
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Figura 10: El modelo de la friccién viscosa.
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es distinta, generalmente mayor, que la fuerza con la cual se opone al movimiento de
estiramiento.

e El amortiguador real también presenta resistencia estatica en reposo. Esto es, debido
a factores como la presion que ejercen los sellos mecénicos empleados para evitar
fugas, la resistencia al movimiento no depende solamente de la velocidad con la cual
se unen y se separan los extremos del amortiguador.

A pesar de estas y otras diferencias, el modelo del amortiguador viscoso ha sido util no
solamente para sistemas mecanicos, sino para establecer analogias con sistemas dinamicos
de distintas clases.

Problema del convoy con uniones elasticas

En la figura 11 se muestra un diagrama esquematico de cuatro vagones de un convoy que
transporta materias primas tal y como se extraen de una mina y se tienen que transportar
hasta el sitio de procesamiento primario. Con ligeras modificaciones, este diagrama puede
representar los vagones de un convoy sobre rieles instalado con fines recreativos, tal y como
puede ocurrir en un parque de diversiones. Existen muchos aspectos susceptibles de ser
modelados y que resultan de interés en el diseno, planeacion, instalaciéon y, dado el caso,
analisis de fallas, de este tipo de sistemas: desde la resistencia mecénica de las vias, de las
uniones entre vagones, pasando por la potencia requerida por los motores y los esfuerzos
mecéanicos en las uniones. Asi que antes de elaborar un modelo y darse a la tarea de escribir
ecuaciones a diestra y siniestra, es necesario tener claro el objetivo para el cual se utilizara
el modelo, identificando qué variables resultan de interés. Supongamos que se requiere
estudiar los esfuerzos mecanicos en las uniones entre vagones, asi como la aceleraciéon a la
que esta sometida la carga en cada uno de los vagones como consecuencia de la aplicacion
de distintas fuerzas de tracciéon. Dado que existe una relacion directa entre el esfuerzo
normal y la deformacion (estiramiento o compresion) a la que estan sometidos los elementos
mecénicos, junto con el hecho de que es posible conocer las aceleraciones cuando se conoce a
los desplazamientos como funcién del tiempo, el modelo requerido consistira en ecuaciones
diferenciales de movimiento en las que las incognitas seran las coordenadas de posicion de
los vagones mostrados en la figura, los cuales, de derecha a izquierda son q1, g2, g3 ¥ q4. Las
masas son, respectivamente mgi, msg, ms y my. Se consideraran tres uniones, idealizadas
como resortes lineales con las constantes: ki, ko y k3. Otras consideraciones que pueden
ayudar son: la resistencia al rodamiento se desprecia en virtud de que la deformacion de
las ruedas y las vias es insignificante en relacién con el movimiento, se desprecia la friccién
en los rodamientos, el movimiento tiene lugar en una superficie perfectamente horizontal y
por lo tanto no existen aceleraciones ni desplazamientos en el sentido vertical, se desprecia
la friccion del aire, etc.

Con base en las simplificaciones anteriores, se elaboraron los diagramas de cuerpo libre
de cada uno de los bloques, los cuales se muestran en la figura 12. En el diagrama de cuerpo
libre del bloque de la derecha se muestran:

e La fuerza horizontal de traccion u = u(t), es producida por medios externos que no se
muestran y la cual no depende del sistema y por lo tanto se le considera una entrada.
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Figura 11: Sistema traslacional de cuatro grados de libertad
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Figura 12: Diagramas de cuerpo libre de los componentes del sistema traslacional de cuatro
grados de libertad.
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e El peso mig del bloque, el cual actiia perpendicularmente a la direccién del movi-
miento.

e La fuerza de reaccién Ry, la cual es la resultante (suma vectorial) de las reacciones
con las que las vias soportan el peso del vagon.

e La fuerza transmitida a través de la unién entre el primero y el segundo vagonm
—k1(q1 — g2). Dos consideraciones importantes:

— La magnitud se ha determinado aplicando la ley de Hooke y considerando que la
deformacion del resorte es exactamente igual a la diferencia entre las coordenadas
q1 ¥ q2- Para que esto sea rigurosamente cierto, debe considerarse que el origen
de cada una de estas coordenadas es la ubicacién de los respectivos centros
de masa cuando el sistema se encuentra en reposo, es decir, en la posiciéon de
equilibrio de referencia ¢; = 0, g2 = 0, g3 = 0 y g4 = 0, mientras que cada una
de estas coordenadas seréa positiva o negativa si se encuentra a la derecha o a la
izquierda con respecto a su respectiva posicion de equilibro.

— El signo negativo expresa el hecho de que la fuerza del acoplamiento elastico
es de traccion y por lo tanto tiende a desplazar al bloque hacia la izquierda,
que se considera el sentido negativo del desplazamiento. Esto ocurrira siempre
que q; > o, esta suposicion es arbitraria, pero una vez que se ha hecho esta
consideracion, es indispensable respetarla y tomarla en cuenta durante el resto
del analisis. (En el caso de que se considerara ¢z < ¢1, la fuerza del resorte
seria de compresion y el vector de fuerza se deberia mostrar apuntando hacia la
derecha).

Aplicando la segunda ley de Newton a las componentes del movimiento horizontal de este
diagrama se obtiene

— k(a1 — @2) + u=mad. (3.13)

La ecuacion diferencial de movimiento (3.13) posee las dos incognitas g1 y g2, por lo que no
es suficiente para determinar ambas variables. Repitiendo el analisis en el vagon con masa
msy se tiene

k(g1 — q2) — ka(q2 — g3) = mado (3.14)
Notese que la fuerza de acoplamiento entre el primero y el segundo vagon, por la ley de la
accion y la reaccidon, acttia sobre este ultimo hacia la derecha, por lo que en esta ecuacion

(3.14) se le indica con sentido positivo. En lo que respecta al tercer bloque, el analisis del
movimiento horizontal produce el siguiente resultado

ka2(q2 — g3) — ks(gs — qu) = m3{s (3.15)

En este momento debe quedar claro el porqué de las magnitudes y los signos considerados.
Finalmente el analisis del movimiento horizontal del cuarto vagon, igualmente visualizado
como bloque produce la siguiente ecuacién

k3(qs — qa) = mada (3.16)
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reorganizando cada una de las ecuaciones diferenciales de movimiento (3.13)-(3.16) obte-
nemos el modelo completo de las ecuaciones dinamicas

migi + k1q1 — kig2 = u
mago + (k1 + k2)g2 — k1q1 — k2q3 =0
mas + (k2 + k3)q3 — kaga — k3qs =0

maGy + k3qs — k3qz =0

(3.17)

El sistema no homogéneo de ecuaciones diferenciales (3.17), describe un sistema dinamico
de octavo orden, ya que para resolverlo, ya sea numérica o analiticamente, es necesario
conocer, ademas de la funciéon wu(t), los ocho valores iniciales

71(0), 2(0), q3(0), q4(0), (3.18)
1(0), 42(0), 43(0), 44(0). (3.19)

Modelo del cuarto de vehiculo

En la figura 13 se muestra el esquema del modelo del cuarto del vehiculo. El bloque inferior,
representa a la llanta con masa m y coordenada vertical de posiciéon z;, mientras que el
bloque superior, el cual tiene coordenada de posiciéon zo y masa M, representa a la cuarta
parte del vehiculo, incluyendo la carroceria y la parte proporcional de la masa de la carga y
los pasajeros. Cada una de las coordenadas se mide con respecto a la posiciéon de equilibrio
de la masa en reposo cuando la llanta se encuentra sobre una cierta superficie rigida de
referencia, de esta manera, al efectuar la suma de fuerzas, y considerarando que el resorte
es lineal, los términos debidos a la gravedad se cancelaran con los términos debidos a la
deformacion estatica de cada uno de los resortes, de tal manera que con esta elecciéon de
coordenadas, las ecuaciones de movimiento no incluiran ningtn término que dependa del
peso de los bloques, de ahi que los vectores que representan al peso de cada una de las masas
en los diagramas de cuerpo libre aparezcan tachados. El modelo supone que, atin cuando el
vehiculo registra movimiento tanto en direccion vertical como en la horizontal, se trata de
movimientos desacoplados, ademas del hecho de que la velocidad de traslaciéon horizontal
es constante y el recorrido se efectiia sobre una superficie plana. De esta forma, las fuerzas
que influyen en el desplazamiento vertical se deben tnicamente a la rugosidad del camino,
representadad por p(z). Debido a la suposicion de que la velocidad es constante y rectilinea,
si se le denomina como x = vt. esta se puede expresar como p(z) = p(vt) = r(¢t) En la
figura 14 se indican los diagramas de cuerpo libre de los elementos principales del modelo
de cuarto de vehiculo. Los vectores que representan a la contribucién de la gravedad, es
decir, el peso de cada bloque, se muestran testados, para indicar que en las ecuaciones
de movimiento esos términos finalmente se cancelan por las compontentes de las fuerzas
elasticas que corresponden a la posiciéon de equilibrio. Considérense, en primera instancia,
todas las fuerzas que se indican en el diagrama de cuerpo libre de la figura 13 izquierda:

Mg : el peso del cuarto de vehiculo.

Fy, :la fuerza debida a la deformacién del resorte k;. Para indicar su sentido tentativo
en el diagrama de cuerpo libre, es necesario suponer el signo de la diferencia entre
las coordenadas z1 y z2. Por lo tanto supongase momentaneamente que zo > 21, esta
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Figura 13: Esquema del modelo de cuarto de vehiculo.
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Figura 14: Diagrama de cuerpo libre de los componentes del cuarto de vehiculo.
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suposiciéon aunque es arbitaria, debe mantenerse consistente a lo largo de todo el
analisis. De esta manera esta fuerza vale

Fk1 = k'l(z2 —2z1+ 65,:?)? (320)

es decir, esta fuerza tiene dos componentes: la componente debido a la deformacién
L 1 . e . 1 .
estéatica 5§t) del resorte en la posiciéon de equilibrio, es decir kq (5£t), asi como la com-

ponente debida al desplazamiento con respecto a dicha posicion., es decir ki (zo — 21).

F,. : la fuerza debida al amortiguador viscoso, la cual es proporcional a la velocidad
relativa con la cual se separan (o se acercan) los extremos de dicho componente. Su
magnitud es, por lo tanto

F. = c(29 — %1). (3.21)

La aplicaciéon de la segunda ley de Newton da como resultado

—Fy, —F,— Mg = M5

1) L . (3.22)
—ki(za — 21+ 0y’ ) —c(éia—41) — Mg= Mz,
Por definicion, en la posiciéon de equilibrio en reposo
Z2 =0, Z =0, z =0, (3.23)

por otra parte, escogiendo la posicion de equilibrio como el origen de referencia para cada
coordenada, se cumple la siguiente relacion

z1 =0, 22=0 cuando Z9 =0, 21 =0, %9 =0, (3.24)

sustituyendo las condiciones (3.24) en la ecuacién de movimiento (3.22) se obtiene el valor
de la componente de la fuerza Fj, en la posicién de equilibrio estatico

ko) = Mg (3.25)

finalmente, sustituyendo la expresion (3.25) en la ecuacion de movimiento (3.22) se com-
prueba que ambos términos se cancelan mutuamente, asi que después de reordenar los
términos, se obtiene la ecuacién de movimiento que corresponde a la parte superior del
modelo del cuarto del vehiculo

MZy + 2o+ k129 — 21 — k121 = 0. (326)

Es de notarse que la ecuacion (3.31) es la misma que se habria obtenido si se hubiera
ignorado el vector Mg, por lo cual es practica comin en textos de control de sistemas, de
vibraciones mecénicas similares ignorar este término sin ninguna explicaciéon. En lo que
respecta al diagrama de cuerpo libre representado en la Figura (14), las fuerzas que actian
sobre el bloque de masa m (el cual, hay que recordar, representa al neumatico) son las
siguientes

mg : peso del cuerpo.
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Fy,, : fuerza comunicada por el resorte con la constante ki, con la misma magnitud y
linea de accién que la fuerza correspondiente al cuerpo con masa M, pero con sentido
contrario.

F, : fuerza comunicada por el amortiguador viscoso caracterizado por la constante c,
con la misma magnitud y linea de accién que la fuerza correspondiente al cuerpo con
masa M, pero con sentido contrario.

Fy, : fuerza correspondiente al resorte con constante ks, que idealiza la deformacién elas-
tica del neumatico. Como parte de dicha idealizaciéon se encuentra el hecho de que
el modelo considera posible que el neumético actiie como resorte a traccién y no so-
lamente a compresion, lo cual fisicamente es imposible, pero el hecho de incluir un
comportamiento distinto a compresion y otro a traccion introduce una no-linealidad
por discontinuidad que resulta complicado de tratar tanto analitica como numérica-
mente, ademas de que el modelo lineal ha mostrado bastante consistencia con respecto
a los datos experimentales. El valor de esta fuerza es, por lo tanto

Fy, = ka(z1 — 7+ 0. (3.27)

Al igual que en el caso del diagrama de cuerpo libre anterior, esta fuerza posee una
componente debida a la deformaciéon estatica con valor de kzgég). Ademas, se ha
supuesto que zo > r, lo cual no resulta en ningin inconveniente (se puede suponer la
desigualdad en sentido opuesto y, si se procede con cuidado, la ecuacién de movimento
sera exactamente igual).

Aplicando la segundo ley de Newton al diagrama de cuerpo libre de la figura (14) derecha

Fk1 + F, — sz —mg = mzi

1) . . ) . (3.28)
ki(z2 — 21+ 0y ) + (22 — 21) — ka(z1 — 7+ 95 ) — mg = mZ;

aplicando las condiciones (3.24) de la posicion de equilibrio en la ecuacion de movimiento

(3.28) se obtiene

k10 + kor — k20 —mg =0 (3.29)

sustituyendo el valor conocido klégl) = Mg se obtiene la expresion para la componente del

desplazamiento estético en la posicién de equilibrio, es decir
ka(057) =) = (M —m)g (3.30)

aun cuando la expresion (3.30) es vélida para cualquier elevacion r tal que el sistema esté en

equilibrio, lo méas simple es considerar r = 0, por lo tanto kgég) = (M —m)g. Sustituyendo

los valores conocidos klég) y kgdg) en la ecuacion de movimiento (3.28) y reordenando
términos se obtiene la segunda ecuaciéon de movimiento

mzi + (k‘l + k‘g)Zl + 121 — cd9 — k129 = kor. (331)
Las ecuaciones de movimiento (3.26) y (3.31) constituyen el modelo lineal del cuarto del
vehiculo.
M:Z:Q + 622 + k122 - CZ.1 - klzl =0

. L (3.32)
mzi + (kl + ]{12)21 + 121 — Ccz9 — klzz = kQT.
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a) b)

Figura 15: Movimiento de un cuerpo con rotaciéon plana alrededor de un eje fijo.

3.2.2 Movimiento rotacional

La utilidad de las leyes de movimiento de Newton reside en que, después de un anélisis
fundamentado, es posible obtener expresiones derivadas que se extienden al anélisis de
movimiento en el cual, ademéas del movimiento traslacional, exista movimiento de rotacion,
o ambos tipos de movimiento de manera combinada.

Momento de una fuerza

El momento de una fuerza F aplicada en un punto P con respecto a un punto O, ambos
puntos situados en un cuerpo rigido, es una cantidad vectorial cuyo modulo es igual al
producto de la distancia del punto P al punto O, por la componente de la fuerza perpen-
dicular a dicha distancia. Si al vector de posicién entre ambos puntos se le denomina como
r, entonces el momento queda completamente determinado por el producto vectorial:

M=rxF (3.33)

El resultado de la operacion descrita en (3.33) es un vector perpendicular al plano que
forman F y r. Su unidad de medida en el sistema internacional de unidades son el Newton-
metro [N-m|. Muchos problemas relevantes relacionados con el célculo de momentos, invo-
lucran sistemas fuerzas coplanares, por lo que no resulta indispensable utilizar la notacién
vectorial como en (3.33). Al momento de torsion se le conoce también como torque, torca,
par de fuerzas o simplemente par. En realidad se trata de conceptos ligeramente distintos,
pero debido a que sus efectos son equivalentes, en la practica de ingenieria se les utiliza
como sinénimos.
En el caso del movimiento plano, en el cual todos los vectores de posicion, velocidad tras-
lacional, fuerzas y aceleraciones son coplanares, en lugar de la ecuacion (3.33) se puede
emplear la expresion simplificada

M =rFsen, (3.34)

donde M es es la magnitud del par M, r es la longitud del brazo de palanca, igual a la
longitud del vectro de posicion r, F' es la magnitud de la fuerza F aplicada en el extremo
de r y 0 es el angulo entre la lineas de accién de ambos vectores. En la figura 15 se muestra
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un ejemplo: cada uno de los engranes pequenos transmite una fuerza al engrane mayor
a través de sus respectivos puntos de contacto (Pap y Pac). Idealmente se trata de una
fuerza tangencial a la circunferencia nominal del engrane; considerando que el brazo de
palanca es la longitud del segmento que va del centro de rotaciéon al punto de contacto (es
decir, el radio de R de la circunferencia nominal, el dngulo entre la fuerza aplicada y el
brazo de palanca es de 90°, por lo que los momentos tendran las respectivas magnitudes
RPap y RPac.

Leyes de movimiento rotacional

Las leyes que rigen el movimiento rotacional son mas complejas que las que describen el
movimento traslacional. Sin embargo, bajo ciertas condiciones, es posible obtener expresio-
nes que facilitan el analisis de movimiento de cuerpos rigidos en situaciones que resultan
comunes en ingenierina. La condiciéon de equilibrio rotacional es completamente analoga
a la primera ley de Newton: la suma de los momentos aplicados alrededor que cualquier
punto es igual a cero, escrito en forma de ecuaciéon

M = 0. (3.35)

A partir de las leyes que rigen el movimiento angular, en particular la ley del cambio de
momento angular, considerando el caso especial de movimiento en torno a un eje fijo, Se
pueden entonces expresar la relacion que guardan entre si la aceleracion angular y el par
resultante aplicado a un cuerpo que posee un momento de inercia J con respecto al centro
de masa:

M = Ja. (3.36)

En relacion con la ecuacion (3.36), debe tenerse presente que no existe ley de Newton en
sentido rotacional, sin embargo la aplicacion de los principios fisicos, bajo ciertas limita-
ciones, da lugar a una expresion analoga a la segunda ley.

En la figura 16 se muestra el esquema de un resorte torsional en el cual uno de sus extremos
se encuentra fijo, de manera que la deformacion angular por torsion se debe Gnicamente a
giro de un punto contenido en un plano perpendicular al eje de rotacion. Es el analogo al
resorte traslacional y su comportamiento se puede describir en términos semejantes a los
de la ley de Hooke, con el par T tomando el lugar de la fuerza F', y la deformacién angular
0 tomando el lugar de la deformacién lineal

T = kf. (3.37)

Finalmente, al considerar la transmision de fuerzas a través de los puntos de contacto entre
dos cuerpos, se puede establecer una expresion para la ley de la acciéon y la reacciéon en el
movimiento rotacional

My = —Moy;. (3.38)
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Figura 16: Resorte torsional.

Movimiento rotacional de una carga acoplada elasticamente

En la figura 17 se muestra un sistema mecanico de uso comun para elevar cargas: un
malacate de empleo comin en elevadores sencillos, vagones en tiros de minas, asi como
equipamiento automotriz (cominmente conocido como wincher). En dicha figura, la masa
del rotor tiene un momento de inercia J; con respecto al eje horizontal de rotacién, la
aplicacion del par M, generalmente de origen electromagnético, ocasiona un desplazamien-
to angular, denotado por #;. El movimiento encuentra la oposiciéon de un par de friccién
viscosa que es proporcional al velocidad angular 6. El rotor se encuentra acoplado con un
cilindro por medio de un conector mecénico flexible que puede considerarse, para efectos
del analisis dindmico, como un resorte torsional. Existe una gran variedad de razones para
escoger un acoplamiento elastico: ligereza, ahorro en materiales o proteccién de los compo-
nentes delicados como los baleros, bujes y chumaceras. Por el lado de la carga, el cilindro
(también llamado tambor) de radio r tiene un momento de inercia Jo con respecto al eje de
rotacion, asi como una coordenada fs; alrededor del mismo se enrolla un cable considerado
inextensible, sin resbalamiento y de masa despreciable, en un extremo del cual pende una
masa m restringida a moverse tnicamente en direccién vertical, ya sea ascendente o des-
cendente. La rigidez del cable y su enrollamiento ideal con el tambor, dan como resultado
que se cumplan las siguientes relaciones cinemaéticas

- by =2 b="2. (3.39)
r r r

La relaciones cineméticas implican que el valor de la variable y determina completamente
a 0 y viceversa. El sistema mecéanico completo es, por lo tanto un sistema de dos grados de
libertad: la posicion de todos los puntos del sistema se determina conociendo solamente 6,
junto con 6, o bien 6; junto con y, teniendo como datos a los parametros del sistema y al
par aplicado M. El diagrama de cuerpo libre del malacate se muestra en la figura 18. En
el diagrama de cuerpo libre del rotor intervienen los siguientes momentos de torsion.

M : el par externo, la mayor parte de las veces de origen electromagnético.
c16; el par de friccién viscosa, que siempre presenta sentido contrario al del movimiento.
T, : el par transmitido por medio del acoplamiento elastico rotacional, T, = —k(6; — 63).
Aplicando la ecuaciéon para el movimiento rotacional con respecto a un eje fijo
M~ T, —c10, = J16,

: . (3.40)
M — k(@l - 92) - 6191 = J101.
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Figura 17: Sistema rotacional. La entrada es el par aplicado externamente.

Figura 18: Diagramas de cuerpo libre del sistema de izaje.
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Por su parte las ecuaciones de movimiento que corresponden al tambor en torno al cual se
enrolla el cable de manera ideal involucran el conocimiento de los paras que acttian sobre
dicho componente

T, : el par transmitido por el acoplamiento elastico T, = k(6 — 02).

rP : el par producido por la fuerza P transmitida de manera ideal por el cable: se trata
de una fuerza perpendicular tanto al radio del cilindro como al eje de rotacién, con
un brazo de palanca r.

cof5 : par de friccidn viscosa, el cual se opone a la velocidad de rotacion.

Con los elementos enlistados, la ecuaciéon de movimiento es

TT 7620-2 — Pr= Jgég

. . (3.41)
k(91 - 92) - 0292 — Pr = JQGQ.
Finalmente queda el analisis del diagrama de cuerpo libre del bloque que es necesario
levantar, el cual posee masa m; la Unica fuerza que se considera en este modelo es el peso,
(no se muestran las fuerzas de restriccion ejercidas por las paredes o guias de movimiento,
las cuales ocasionan equilibrio traslacional en la direccién horizontal), asi que la ecuacion
de movimiento es
P —mg =mjj. (3.42)

Las ecuaciones (3.40), (3.41) y (3.42) junto con las restricciones (3.39), forman un conjunto
de cuatro ecuaciones algebraico-diferenciales con las cuatro incognitas 6, 03, P y vy, sin
embargo, bajo las suposiciones que se formularon, en particular la inextensibilidad del
cable, se trata de un sistema mecénico de dos grados de libertad, por lo que se requieren
solamente dos variables y sus respectivas ecuaciones diferenciales de segundo orden. Por
ejemplo, si se desea conocer tinicamente el comportamiento dindmico del movimiento de las
masas rotacionales, entonces las variables adecuadas son 6, y 6. Escogiendo esta eleccién
es posible utilizar a las ecuaciones (3.42) y (3.39) para eliminar a las restantes incognitas

Pyuy:
P =(g+ij)m, ij =10, — P = (g + réy)m. (3.43)

Sustituyendo (3.43) en la ecuacion (3.41) y reordenando junto con la ecuacion (3.40) se
obtienen las ecuaciones dinamicas del sistema

J161 + c101 + kb1 — kb = M (3.44)
(J2 + 7°m) 0 + ca0o + kb — k161 = mgr. (3.45)

El péndulo simple

En la figura 19 se muestra el diagrama de cuerpo libre del péndulo simple en una posicion
arbitraria, pero distinta de la posicién de equilibrio. El sistema de ejes cartesianos de
referencia XY se encuentra fijo con respecto al suelo y se ha trazado de tal manera que,
en la posicion mostrada, la velocidad tangencial de la masa m coincide con la direccién
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Figura 19: Péndulo simple

positiva del eje X. Este anélisis no depende de la posicion particular que haya seleccionado.
Las fuerzas que actiian en la direccién X son la componente del peso a lo largo de dicha
direccion: mgsin @ , la fuerza de arrastre debida a la friccion viscosa, la cual es proporcional
a la velocidad tangencial, a la velocidad angular y a la longitud del péndulo L, es decir
CL% asf como la fuerza 7 transmitida a través del eslabon rigido de masa despreciable y
que es resultado de la aplicacion del par u en el punto pivote. Aplicando la segunda ley de

Newton en dicha direccion se tiene
u dé d?o
— —cL— —mgsent = mL—. 3.46
L “a " dt? (3.46)
Notese que no se incluye explicitamente la friccién en el pivote, la cual, en general puede
tener una componente fija consistente en friccion de Coulomb y una componente de friccién
viscosa. Después de simplificar conduce a la clasica ecuacién del péndulo con friccion, la
cual es una ecuacion diferencial no-lineal homogénea de segundo orden.
d?o dd g u
— +c— + Zsenf = — 3.47
dt? dt L L2 ( )
A pesar de su sencillez la ecuacién tiene un cardcter bastante general (3.47) y partiendo
de ella se pueden obtener modelos correspondientes a distintas situaciones. Por ejemplo,
si se desprecia la friccion viscosa (es decir, ¢ = 0), se consideran solamente oscilaciones
de amplitud reducida (es decir senf = #) y se analiza el movimiento fuera del equilibrio
debido solamente a la accion de la gravedad (u = 0), se obtiene la ecuacion simplificada

. g -
6+ Z6=0. (3.48)

3.3 Ejercicios sobre sistemas mecanicos

1. Una persona con una masa corporal de 75 kg se encuentra de pie en el interior de un
elevador. Si durante el ascenso el elevador experimenta una aceleracion de 4.905 m /s>



60

CAPITULO 3. MODELADO DE SISTEMAS FISICOS

hacia arriba ;Cual es el valor de la fuerza de reaccion total que el elevador transmite
a la persona a través de las plantas de los pies?

. Un amortiguador viscoso ideal presenta una fuerza de compresion cuando sus dos

extremos se aproximan uno al otro con una velocidad relativa de 5 m/s ;Cual es el
valor del coeficiente de amortiguamiento viscoso?

. Considérese el convoy de vagones de la figura 11, hallar las ecuaciones diferenciales

del movimiento considerando la siguiente informacion: m; = 800 kg, ms = 600 kg,
ms = 750 kg, my = 250 kg, k1 = ko = ks = 75 kN/m. Realice la simulacién aplicando
como entrada una funcion escaléon con valor de 2500 N. Analizando los resultados.
Graficar las deformaciones en las uniones 61 = ¢1 — g2, 02 = g2 —q3 y 03 = q3 — qu, asi
como la aceleracién ¢; y analizando los resultados responda a las siguientes preguntas

a
b
c

d

) i, Qué pareja de vagones se acerca mas durante el movimiento?
) ¢ Qué pareja de vagones se aleja mas durante el movimiento?
) (Cual es el valor maximo de la aceleracion del primer vagon?

; Cuales son las fuerzas méaximas transmitidas por cada una de las uniones?

. En el modelo del cuarto del vehiculo, de la figura 13, considérense los siguientes

pardmetros M = 1500 kg, m = 20 kg, ¢ = 100 N-s/m, k; = 2.5 x 10°, ky = 1.5 x 106
con las condiciones iniciales z1 (0) = 22(0) = 0y 21(0) = 22(0) = 0. Simular el sistema
considerando una funcién escalon de 0,10 m de amplitud aplicada en el instante ¢ = 1.
y con base en los resultados, responder a las siguientes preguntas

a) ;Cual el maximo desplazamiento de la masa M y en qué instante ocurre?

b) ;Cuél el maximo desplazamiento de la masa m y en qué instante ocurre?

¢) ;Cual es el maximo acercamiento entre las masas M y m y en qué instante
ocurre?

. Considérese el sistema de bloques de la figura 20, en la cual el bloque de masa ms se

desliza horizontalmente sin friccién sobre el bloque con masa my, el bloque con masa
my se desliza horizontalmente sin frinccion sobre el bloque com masa mg3 y los bloque
my y mga se deslizan sin friccion sobre la superficie horizontal. Hallar las ecuaciones
diferenciales del movimiento en términos de las funciones incognitas q1, g2, v q3 y qa,
las cuales indican las respectivas variables de posicién horizontal.
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Figura 20: Bloques acoplados.

3.4 Sistemas eléctricos

Las leyes generales que gobiernan los circuitos eléctricos fueron formuladas por Karl Gustav
Kirchhoff, y por ello se conocen como leyes de Kirchhoff.

la. LEY DE KIRCHHOFF DE LAS CORRIENTES. La suma algebraica de las corrientes en
un nodo es igual a cero. Simbélicamente

%I =0. (3.49)

2a. LEY DE KIRCHHOFF DE LOS VOLTAJES. La suma de las caidas de tensiéon en un
circuito cerrado es igual a cero. En forma abreviada

SV =0. (3.50)

Las leyes de Kirchhoff son en esencia, leyes de conservacién, por una parte, la ley de
Kirchhoff de las corrientes expresa el hecho de que no pueden existir sumideros espontaneos
de corriente. La segunda ley, por su parte, es una consecuencia de que el a cada punto en
el espacio le corresponde, en cada instante, un tnico valor del potencial, por lo que si se
efectia un recuento de las caidas y subidas de tension alrededor de cualquier trayectoria
cerrada en una red eléctrica, el resultado debe ser el mismo, sin importar la manera en la
que se efectiie el recorrido.

Considérese el circuito de la figura 21, el cual consta de los diez resistores Ry, Rs, R3, Ry,
Rs5, Rg, R7, Rg, Rg, Rig, asi como las cuatro fuentes ideales de voltaje, identificadas por
u1, Uz, U3 y Ug. SupONgase que las resistencias constituyen los parametros del circuito y que
los voltajes de las respectivas fuentes, identificados con los simbolos respectivamente como
u1, U2, Uz Y Ug, son las entradas del sistema y que se desea conocer la corriente en cada una
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Figura 21: Circuito para el analisis usando las leyes de Kirchhoff.

de las ramasm asi como el voltaje entre las terminales de la resistencia R;. Como primer
paso hay que identificar y numerar los nodos y los puntos intermedios de interés. En la
figura 21 se han identificado los nodos a, ¢, d y e, asi como el punto b que resulta de interés
porque, junto con el punto a, representa una de las terminales del componente R;. Una vez
identificados los nodos, se establecen los sentidos tentativos de las corrientes. Se trata de
sentidos tentativos porque es posible que al final del anélisis se llegue a la conclusion de que
una o més de las corrientes en realidad tenga sentido opuesto al indicado inicialmente. En
principio, la asignaciéon de los sentidos de las corrientes se efectutia de manera arbitraria,
excepto que para que se cumpla la ley de Kirchhoff de las corrientes, se requiere que en cada
nodo haya al menos una corriente que entra y al menos una corriente que sale, en caso de
que falte una u otra, el nodo representaria un sumidero o una fuente de corriente, violando
asi el principio de la conservacion de la energia. La direccion tentativa de las corrientes
también influye en la aplicaciéon de la ley de Kirhchhoff de los voltajes, debido al orden en
el cual se efecttia el recorrido para contabilizar las caidas de tension. Asi pues, para escribir
las ecuaciones de nodos y mallas de acuerdo con las leyes de Kirchhoff es necesario adoptar
cierta convencion respecto a los sentidos de las corrientes y de las caidas de tension:

C1 Las corrientes que se indican entrando a un nodo se consideraran con signo positivo
en la ecuacién de dicho nodo.

C2 Las corrientes que se indican saliendo de un nodo se consideraran con signo negativo
en la ecuacién de dicho nodo.

C3 Cuando se atraviesa un elemento pasivo (resistencia, inductor o capacitor) en el mismo
sentido que la corriente, la contribucion a la ecuaciéon de la malla es negativa, es decir,
ocurre una caida de potencial.
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C4 Cuando se atraviesa un elemento pasivo (resistencia, inductor o capacitor) en sentido
opuesto al de la corriente, la contribuciéon a la ecuacion de la malla es positiva, por
lo que ocurre una subida de potencial.

C5 Cuando se atraviesa una fuente de voltaje desde la terminal negativa (—) hasta la
terminal positiva (+) por dentro del componente, la contribucién a la ecuacion de la
malla es positiva, es decir, ocurre una subida de potencial.

C6 Cuando se atraviesa una fuente de voltaje desde la terminal positiva (+) hasta la
terminal negativa (—) por dentro del componente, la contribucion a la ecuacion de la
mallla es positiva, es decir, ocurre una caida de potencial.

Notese que en las convenciones Ch y C6, es posible que la polaridad de la fuente sea opuesta
a la polaridad favorable al sentido de la corriente.
Aplicando la ley de Kirchhoff de las corrientes a los nodos se obtiene

Nodo a: —i1 —ig+ig =0 (3.51)
Nodo e: i5+ig —i7 =0 (3.52)
Nodo ¢: i1 —i5 —i3 =0 (3.53)
Nodo d: ig+i7 —ig =0 (3.54)

Las cuatro ecuaciones (3.51)-(3.54) involucran a las seis incognitas i1, i3, is, 46,47 al como
ig, por lo tanto, son necesarias dos ecuaciones independientes adicionales para determinar
los valores de las incognitas. La aplicacion de la ley de Kirchhoff de los voltajes proporciona
las expresiones adicionales requeridas. Para obtener la informaciéon completa del circuito,
las ecuaciones de las mallas deben ser independientes y proporcionar, en su conjunto, infor-
macién sobre los elementos que introducen energia al circuito. Una manera de seleccionar
la mallas de acuerdo con tales requerimientos es

M1 Cada una de las mallas seleccionadas puede incluir fuentes de tensiéon que estén
incluidas en las mallas restantes, debe contener al menos una que no esté en comun
con las demas.

M2 Toda fuente de voltaje del circuito debe, al menos, pertenecer a alguna las mallas

seleccionadas.
Malla abcdea: —(R1 + Rg)il - (R3 + R4)i3 + R7i7 + Rgig = us + ug
(3.55)
Malla abcedfga: —(R1 + Ra2)i1 — Rsi5 — Rriz — (Rs + Ry + Rio)is = ug + ug — ug
(3.56)

Las seis ecuaciones (3.51)-(3.56) forman un conjunto de seis ecuaciones algebraicas lineales
con seis incognitas, el cual se puede escribir en forma matricial como

-1 0 0 -1 0 1 i1 0

0 0 1 1 -1 0 i3 0

1 —1 -1 0 —1 —1 i5 . 0

0 1 0 0 1 —1 i B 0 (3.57)
—Ris —Rzy 0 Rg Ry 0 i7 uz + ug3

*Rlz 0 *R5 0 *R7 R11 ig U2 + Ug — us
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Figura 22: Impedancias operacionales.

donde Ri3 = Ry 4+ Ro, R34 = R3+ R4y Ri1 = Rgs + Rg + Ryg. El sistema de ecuaciones
representado por (3.57) puede resolverse por inversion matricial siempre y cuando la matriz
de los coeficientes sea no singular.

3.4.1 Caracteristicas corriente—voltaje de componentes eléctricos
pasivos lineales

Los componentes de un circuito eléctrico pueden ser activos cuando su funcionamiento
involucra suministro de energia o cambios en la configuracion del flujo de corriente, o
pasivos cuando realizan su funcién sin necesidad de un suministro adicional de energia.
Como ejemplos de los primeros se encuentran los amplificadores operacionales, transistores,
memorias y circuitos integrados en general. Por otra parte, elementos pasivos son elementos
que cumplen funciones de acoplamiento: resistores, inductores y capacitores.

Es de especial interés para la elaboracién de modelos, conocer la relacién que existe entre
el voltaje aplicado y la corriente que circula entre las terminales de cualquiera de estos
elementos, o bien la caida de tensiéon debida a la circulacién de cierta corriente en tales
componentes; a esta relacion se le denomina caracteristica corriente-voltaje. Si esta caracte-
ristica resulta ser lineal, entonces es posible aplicar los instrumentos matemaéticos disponible
para efectuar el analisis y predecir su respuesta. El elemento mas sencillo es la resistencia,
la cual se describe por medio de la conocida ley descrita por el fisico Georg Simon Ohm:
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en un circuito cerrado de corriente continua, la intensidad de la corriente que circula es
directamente proporcional al voltaje aplicado es inversamente proporcional a la resistencia.
De hecho, si consideramos a la caida de tension Fy — Es entre las terminales de un resistor
como una funcién de la corriente (ver figura 22), la Ley de Ohm establece que dicha fun-
cién estara descrita por una linea recta con interseccion en el origen. En realidad esto es
cierto solamente de manera aproximada: la ley de Ohm no constituye propiamente una ley
de la naturaleza, sino una manifestacion de que la caracteristica corriente- voltaje es un
fend6meno que puede considerarse lineal en un rango relativamente reducido de valores: en
un intervalo grande de valores del voltaje, fendmenos como la superconductividad a bajas
temperaturas, el calentamiento de los conductores debido al mismo paso de la corriente y
la ionizacién de los alrededores al circular corrientes elevadas hacen que la caracteristica
corriente voltaje registre considerables variaciones y sea mejor descrita por una curva con
pendiente variable. No obstante lo anterior para un gran ntimero de aplicaciones practicas
es satisfactoria la aproximacion lineal descrita por la ley de Ohm, la cual, considerando
que tanto la corriente como la diferencia de potencial entre las terminales del resistor son
cantidades variables con respecto al tiempo es simplemente:

Ei(t) — By(t) = i(t)R. (3.58)

El empleo de la transformada de Laplace da como resultado una expresién completamente
analoga R R 3
Ey(s) — Ea(s) = Ri(s). (3.59)

La caracteristica corriente—voltaje de un elemento tipicamente representado por una bobi-
na, puede ser explicada a partir de la ley de inducciéon electromagnética de Faraday junto
con la ley de Lenz. La primera, la ley de Faraday, establece que el movimiento relativo
entre un campo magnético y un conductor eléctrico que forma parte de un circuito cerrado,
induce un voltaje que es proporcional a la rapidez con la que cambia el flujo magnético
que atraviesa al conductor, ya sea que el conductor se mueva con respecto al campo y este
sea fijo, que el conductor esté fijo y el campo magnético se mueva, que el campo magnético
aumente o disminuya frente a un condutor fijo, o bien una combinaciéon de dos o mas de
las anteriores. Por su parte, la ley de Lenz establece que las tensiones o voltajes inducidos
en un conductor son de tal sentido que se oponen al flujo que las produce. El caso de una
bobina solenoidal simple es bastante ilustrativo: cuando la bobina se encuentra inicialmente
desenergizada no habra ningin campo magnético, supéngase ahora que en cierto instan-
te se cierra un circuito con la bobina y una fuente de alimentacién, entonces el campo
magnético comenzara a aumentar gradualmente a partir de cero y por lo tanto habra un
flujo magnético que atravesaré las espiras conductoras, induciendo en ellas un voltaje en
sentido opuesto al voltaje aplicado. El hecho de que el voltaje inducido sea precisamente
en sentido opuesto al que produce el campo, puede explicarse con base en el principio de
la conservacion de la energia: si, hipotéticamente, el voltaje inducido se sumara al voltaje
que genera al campo, esto produciria un campo magnético con mayor intensidad que a su
vez ocasionaraia un aumento del voltaje, en una suerte de retroalimentacién positiva, lo
que equivale a la produccion de energia de la bobina, adicional al de la fuente, sin ningin
suministro externo. Esto viola el principio del conservacion de la energia. La rapidez con la
cual varia el flujo mangnético es proporcional a la rapidez con la que varia la corriente de la
bobina. Para una gran variedad de distintas configuraciones geométricas, el voltaje que se
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opone al flujo magnético es igual a la caida de tension entre las terminales y proporcional
a la rapidez con cual varia la corriente, como en la bobina mostrada en la figura 22:
di(t)

dt ’

Ei(t) — Es(t) =1L (3.60)
donde la constante de proporcionalidad L se denomina coeficiente de autoinductancia o
simplemente inductancia. Esta caracteristica permite, junto con las leyes de Kirchhoff de
las corrientes y los voltajes, plantear ecuaciones dindmicas que involucran a los componentes
de un circuito. Por otra parte al tomar la transformada de Laplace de ambos miembros de
la ecuacion anterior y considerando que i(t) = 0 cuando ¢ = 0, tenemos

E\(s) — Ea(s) = Lsi(s). (3.61)

En el caso del capacitor, hay que recordar que se trata de un componente que consta
esencialmente de dos superficies separadas por un dieléctrico, al aplicarse un voltaje F,
se produce un campo eléctrico en el cual la carga total almacenada ¢ es directamente
proporcional a dicho voltaje, es decir

q=CV, (3.62)

o, haciendo referencia a la figura 22 la constante de proporcionalidad C es lo que se co-
noce como capacitancia. En términos de la diferencia de potencial entre las terminales y
considerando que las cantidades variables son funciones del tiempo

q(t) = C(EL(t) — Ea(t)). (3.63)
La corriente, por otra parte, es la razén de cambio de la carga eléctrica

i(t) = d‘fi—(tt). (3.64)

El teorema fundamental del calculo permite expresar la relaciéon anterior como

ot) = /O i0)de. (3.65)

sustituyendo en la definicion de capacitancia obtenemos la relacion corriente—voltaje del
capacitor, en el dominio del tiempo

Ei(t) — By(t) = %/O i(0)do (3.66)

finalmente aplicando la transformada de Laplace a ambos miembros de esta expresion se
obtiene la expresion de esta caracteristica en el dominio operacional
By(s) - Bals) = —is) (3.67)
s) — s) = —i(s). .
1 2 O
En cada una de las relaciones operacionales (3.59), (3.61) y (3.67) se puede hallar un
patron comun que siguen las transformadas de Laplace involucradas: el voltaje o diferencia
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de potencial F; (s)— E, (s) se puede hallar multiplicando a la corriente i(s) por un factor de
proporcionalidad, atin cuando dicho factor no es, en general, constante, sino que depende de
la variable s. Por conveniencia se le denomina impedancia operacional y su forma especifica
depende de la naturaleza del componente. Las impedancias operacionales y su relacién con
las caracteristicas corriente-voltaje se ilustran en la figura 22

Zgr(s) = R, impedancia resistiva,

Z1,(s) = Ls, impedancia inductiva, (3.68)
1

Zco(s) = e impedancia capacitiva.
s

Notese la similitud con los respectivos conceptos de reactancia inductiva y reactancia ca-
pacitiva, comtinmente utilizados en el anéalisis de los circuitos de corriente alterna

1

X (w) = jLw, Xo(lw)=—— 3.69

p(w)=jlw, y Xc(w) ol (3.69)

de hecho, dichas reactancias pueden considerarse un caso particular de (3.68) para el caso
especial en el cual el voltaje es una onda senoidal con frecuencia constante w.

Un circuito que consta de dos resistencias y dos capacitores se puede ver en la figura 24.

Circuito RLC serie

El circuito de la figura 23 muestra una fuente ideal de voltaje conectado en serie con
un resistor, una bobina con una fuerte inductancia, asi como un capacitor. En realidad,
este circuito se puede utilizar para modelar varios fenémenos eléctricos distintos que no
necesariamente corresponden a la conexién fisica de los tres componentes indicados. Por
ejemplo, se puede considerar la operaciéon de una bobina en la que la longitud del cable
devanado resulta de magnitud considerable y por lo tanto, debido a que la resistencia total
es directamente proporcional a la resistividad y a la longitud, la caida de tensién tiene un
componente resistivo puro considerable. En realidad, la resistencia se encuentra distribuida
a lo largo de todo el conductor devanado, pero el considerar a la resistencia concentrada
en un area especifica del circuito es una simplificaciéon que produce valores calculados que
son bastante cercanos a los valores medidos experimentalmente. Otro tanto se puede decir
acerca de la capacitancia, la cual puede ser ocasionada por las condiciones de operacién
del inductor: alta frecuencia y cercania con elementos conductores aislados eléctricamente,
en esas circunstancias, la capacitancia no se debe a la presencia de un capacitor de placas
paralelas, sino que ocurre como efecto secundario de la interaccién de la bobina con otros
componentes.

El voltaje aplicado u(t) es la entrada, mientras que la carga en el capacitor es la salida.
Se busca obtener la funcion de transferencia. Para lograrlo se hace uso de dos elementos
recién discutidos: la ley de Kirchhoff de los voltajes, asi como el concepto de impedancia
operacional. De acuerdo con la figura, y tomando en cuenta las observaciones anteriormente
descritas con respecto a la aplicacion de la ley de Kirchhoff de los voltajes a este circuito
de una sola malla, la suma de las caidas de tensién recorriendo el circuito en el sentido en
el que se indica la corriente, es

u(t) — Ve — Vi — Vo = 0. (3.70)
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Figura 23: Circuito RLC serie.

La impedancia operacional de cada uno de los componentes establece la relacién entre la
corriente, que es la misma en todos los elementos de este circuito serie, las caidas de tension

di(t) 1/t
Vi
dt 5 C

Vi = Ri(t), V=1L (0) do, (3.71)

=— [ i
CJo
en particular, puede considerarse que la corriente del circuito es una medida de la rapidez
con la cual se acumulan cargas en el capacitor, esta relaciéon se describe analiticamente por

medio de la derivada

dq(t) dit) _ d*q(t)

z(t):—dt , 0= (3.72)

Sustituyendo las ecuaciones (3.72) en (3.71) y en la ecuacion (3.70) y trasponiendo del

mismo lado de la ecuacion a todos lo términos que contengan a ¢(t) y a sus derivadas, se

obtiene la ecuacion que describe a la carga en el capacitor en el circuito de la figura 23
dg(t) 1

Col) | g2 4 Loty — ue). (373)

L
dt? dt C

Circuito de dos mallas y dos capacitores

Se tiene un circuito que consta de tres ramas. En la rama izquierda se tiene una fuente
de voltaje u(t) en serie con la resistencia R;, en la rama central se tiene unicamente al
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capacitor C y en la rama de la derecha se encuentra la resistencia Ry conectada en serie
con el capacitor Cs. Las tres ramas se conectan, por el extremo superior, en el nodo b, y por
el extremo inferior en el nodo d. Supéngase que se conocen los valores de los parametros
R1, Ry, C1 y Cs. La aplicacion de un voltaje u(t) produce en cada componente pasivo una
corriente que, en general, es una cantidad variante con respecto al tiempo. Supdngase que
desea analizar el comportamiento de la corriente en el capacitor Cs en funcion de dicho
voltaje. Una forma de lograrlo es por medio de la funcion de transferencia

T(s) = 208 (3.74)

La conexiéon entre las dos cantidades involucradas no es inmediata. Por ejemplo, bastaria
con conocer la caida de tension entre las terminales del capacitor Cs, la cual no es un dato,
por lo que es necesario calcularla, para lo cual se podria emplear la caida de tension entre
las terminales de Rs, pero este dato es desconocido. Una forma sistematica de atacar este
problema consiste en que, una vez que se han identificado las corrientes y voltajes de los
componentes del circuito que comunican a u(t) y a C; se plantean las ecuaciones de las
leyes de Kirchhoff de las corrientes y los voltajes. El sentido tentativo de las corrientes se
indica en la misma figura 24. Aplicando la ley de las corrientes en el nodo b, se tiene

i1(t) —ia(t) —is(t) =0, (3.75)
aplicando la transformada de Laplace a (3.75)

Puesto que el nimero de incégnitas supera al nimero de ecuaciones, es necesario contar
con elementos adicionales. Una manera de obtenerlos es por medio de las relaciones de
impedancia operacional

Ea(s) — Ey(s) = Ryir(s) (3.77)
E(s) = Eals) = —-ia(s) (3.78)
Ey(s) — Bu(s) = Raia(s) (3.79)
EL(s) = Euls) = <1205 (3.80)

El nodo d es el punto de referencia en el cual se considera que el potencial es neutro, es
decir, se toma como tierra, tal y como se indica la figura, por ello

E4(s) =0. (3.81)
Por otra parte, aplicando la ley de Kirchhoff de los voltajes

Malla abda: u(s) — (Ea(s) — Ep(s)) — (Eb(s) — Eq(s)) =0 (3.82)
u(s) — Eq(s) + Eq(s) =0, (3.83)
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y tomando en cuenta (3.81), se obtiene
E.(s) = u(s). (3.84)

Las ecuaciones (3.76), (3.77), (3.81) y (3.84), constituyen un conjunto de 7 ecuaciones
algebraicas en 7 incégnitas que es posible resolver.

Ea(s) — Eb(s)

i1(s) = R (3.85)
por otra parte
is(s) = sC1(Ey(s) — Eq(s)) (3.86)
sustituyendo
E,.(s) — Ey(s .
% —in(s) — sC1 (Ev(s) — Fa(s)) = 0 (3.87)
sustituyendo
1
E, =—1 .
(s) s i2(s), (3.88)
de nuevo, sustituyendo
1 .
Ey(s) — 522(8) = Ryis(s)
? . (3.89)
Eb(s) = <§;C’2 + R2> ZQ(S),
sustituyendo en la ecuaciéon del nodo
1) (ﬁ i R2> 2) ' C 1 Ry |i 0 3.90
R —ia(s) — s 1<SC'2+ 2)22(8)— (3.90)
%51) - % _ %il(s) —in(s) — ia(s) — sC1 Raia(s) = 0 (3.91)
su(s 1 R .
R(1) = <R102 + R—js +2s+ SQCle) i2(s) (3.92)
: Ay u(s)
is(s) = : 3.93
2(s) C1Rys? + (%’—!—2)54— Rllcz (3.93)
Finalmente, la funcién de transferencia buscada es
Z2(5) _ Rl]%QCQ s (3 94)

1 2 1
u(s)  s2+ (Rlc1 + 3201)5 + mmaics

Circuito RLC bimalla

La figura 25 muestra un arreglo con dos resistencias, un capacitor y un inductor. Supon-
gamos que ahora la meta es obtener voltaje entre las terminales del capacitor. Hallar la
funcion de transferencia

(3.95)
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Figura 24: Circuito con dos capacitores.

De nueva cuenta, las herramientas fundamentales son las leyes de Kirchhoff de las corrientes
y los voltajes, junto con las relaciones de impedancia operacional. En primer lugar, la
aplicacion de la ley de Kirchhoff de las corrientes en el nodo b, y la posterior aplicacion de
la transformada de Laplace proporciona el siguiente resultado

il(S) - 23(8) - ’ig(s) =0 (396)

Aplicando el concepto de impedancia operacional a cada uno de los componentes pasivos
en el circuito Ry, R, C'y L se obtienen las relaciones

E.(s) — Ey(s) =Ryiq (3.97)
Eu(s) — Ea(s) :%iz(s) (3.98)
Eb(S) - E(-(S) :Rzig (399)
E.(s) — E4(s) =Lsia(s) (3.100)

Adicionalmente, la aplicaciéon de la ley de Kirchhoff de los voltajes a la malla abda indica,
después de la simplificacion

u(s) — Eq(s) + Eq(s) = 0. (3.101)
Tomando en cuenta que el nodo d se encuentra al potencial de referencia
E4(s) =0, (3.102)

sustituyendo (3.102) en (3.101)
E.(s) = u(s). (3.103)
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Sustituyendo (3.102) y (3.102) en las ecuaciones (3.97), (3.98) y (3.100) se obtienen las
relaciones

u(s) — Ey(s) =Ruii(s) (3.104)
Ey(s) :Lz;;( ) (3.105)
E.(s) =Lsiz(s) (3.106)

Las ecuaciones (3.96), (3.99), (3.104), (3.105) y (3.106) forman un sistema con las incognitas
i1(s), i2(s), i3(s), Ep(s) y E.(S). Sustituyendo E.(s) dado por la ecuacion (3.106), en la
ecuacion (3.99) se obtiene

Ey(s) — Lsia(s) =Raia(s) (3.107)
Ey(s) =(Ls + Ra)ia(s) (3.108)

las ecuaciones (3.104), (3.105) y (3.106) se pueden despejar para obtener

u(s) — Ey(s)

i1(s) = ) (3.109)
i3(s) =sCEp(s) (3.110)
E.
ia(s) = LiS)' (3.111)
Sustituyendo (3.109), (3.110) y (3.111) en (3.96)
u(s) _ Ep(s) e
R R sCEy(s) —ia(s) =0, (3.112)
sustituyendo Ej(s) dado por (3.108) en (3.112) se obtiene
R (Ls + Ry)ia(s) — sC(Ls+ Ra)ia(s) —ia(s) =0 (3.113)
1
u(s) 2 ;
= = (Ls+ Ry + LCs® + CRys + 1) ia(s) (3.114)
1
- 1
i2(s) _ i (3.115)

u(s)  LCs?2+ (L4 RaC)s + (1+ Ry)
Finalmente, la funcién de transferencia buscada, después de normalizar el polinomio del
denominador, es

. 1
i2(s) R.LC

. 3.116
ue) ~ BT (ot )s s (3:116)

El amplificador operacional ideal

En concepto de amplificador operacional ideal tiene, originalmente, estrecha relaciéon con el
cdlculo operacional, o resolucion de ecuaciones diferenciales, ecuaciones integrales y ecuacio-
nes integrodiferenciales utilizando técnicas como la transformada de Laplace. A diferencia
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R, R, .
)

Figura 25: Circuito con un inductor, un capacitor y dos resistores.

de los amplificadores de potencia, los cuales se utilizan para proporcionar la potencia nece-
saria que requiere una senal para efectuar la tarea para la cual se le genera, los amplifica-
dores operacionales se utilizan como medios para modificar activamente las caracteristicas
dinamicas de la senal, es decir, se trata de dispositivos activos que producen no solamen-
te cambios en la forma y la magnitud de las senales, sino también propiedades como el
tiempo de respuesta, desfase angular, magnificacién adicion, etc., con la caracteristica de
que emplean un suministro de energia para lograrlo. En la figura 26 se muestran distintas
representaciones del amplificador operacional. En la figura se muestran distintos aspectos
del amplificador operacional. La figura 26 a) es la fotografia de un amplificador operacio-
nal disponible comercialmente. El largo del dispositivo es 6 mm aproximadamente y se ha
indicado la numeracion de los pines, (patitas o terminales) que se encuentran visibles en
la foto. En la figura 26 b) se muestra un esquema de la vista superior del dispositivo y se
indica la manera habitual de numerar sus patitas: la mas cercana a la marca circular se
etiqueta con el nimero 1 y la numeracién prosigue en sentido contrario al de las manecillas
del reloj hasta que cada una de ellas tenga un numero asignado. Generalmente se emplean
Gnicamente las terminales 2, 3, 4, 6 y 7. Como informacién adicional se ha trazado un
tridngulo que representa la relacion del dispositivo fisico con la descripcion del dispositivo
ideal, ilustrada en las figuras 26 ¢ y d. La nomenclatura es la siguiente

e E_ (terminal 2). Potencial en la terminal inversora de entrada.

e F, (terminal 3). Potencial en la terminal no inversora de entrada.
e V_ (terminal 4). Alimentacion de voltaje negativo.

e Fy (terminal 6). Potencial de salida.

e V. (terminal 7). Alimentacion del voltaje positivo.

Los elementos fundamentales en la descripciéon del amplificador operacional ideal se es-
quematizan en la figura 26 c. Existen varias diferencias sustanciales con respecto a las
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Figura 26: Esquema y representacion del amplificador operacional.
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conexiones fisicas. En primer lugar se ha omitido indicar las terminales de alimentacion,
estableciendo de manera implicita que el voltaje de salida Fy dependera inicamente de las
relaciones del amplificador operacional ideal; esto se hace tinicamente para fines de anali-
sis, ya que en realidad se trata de un aspecto de primordial importancia en la puesta en
marcha de un componente real. Un parametro clave del amplificador operacional ideal es la
ganancia en lazo abierto G, la cual describe la relacion ideal entre los voltajes de entrada
y salida

Ey=G(Ey) — Ey). (3.117)

En la misma figura aparecen las otras constantes involucradas en la descripcion ideal: la
impedancia de entrada Z;, asi como la impedancia de salida Z,. Internamente, el amplifica-
dor operacional consta de un nimero importante de componentes discretos, principalmente
transistores y en conjunto producen un comportamiento que se asemeja a un circuito con
los componentes descritos. Con esta informacién es posible ahora enlistar las suposiciones
béasicas del amplificador operacional ideal:

1. Impedancia de entrada muy alta.
2. Impedancia de salida muy baja.
3. Ganancia en lazo abierto muy alta.

En la figura 27 se muestra un amplificador operacional ideal en el cual la terminal no
inversora se ha conectado directamente a tierra, por lo tanto el potencial vale 0 en dicha
terminal, mientras que se ha aplicado una senal en el lado de la terminal inversora, teniendo
de por medio a la impedancia Z;. Para fines de analisis y considerando que el principal
interés en el uso de arreglos de amplificadores operacionales reside en la modificacién de
la informaciéon que efectiian a traves de su relacion entrada-salida, por lo que se empleara
la impedancia operacional. De esta manera, las impedancias operacionales son Z;(s) a la
entrada y Z(s) en la rama de retroalimentacion. Esas impedancias operacionales pueden
ser simplemente resistencias, o ser el resultado de la combinacién de una cantidad impor-
tante de componentes, la tnica limitacién que se impondra es que se trata exclusivamente
de elementos pasivos. Considérese los sentidos (tentativos) de las corrientes que se indican
en la figura 27, las caracteristicas corriente-voltaje de Z1(s) y Z¢(s) son

Ei(s) — E(_y(s) = Z1(s)i1(s)  asicomo  E_y(s) — Eo(s) = Zy(s)if(s), (3.118)

La ley de Kirchhoff de las corrientes aplicada en el nodo ubicado en la terminal inversora
establece
i1 —i—y —if =0
o bien (3.119)
il(S) — ’L(_)(S) - if(s) =0.

La corriente a través del elemento idealizado con la impedancia de entra Z; es, debido a la
suposcion de impedancia de entrada muy grande, idealmente |Z;| — oo se tiene
E_y—-0
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Figura 27: Amplificador operacional con retroalimentacion.

en donde se ha considerado que la entrada inversora esta conectada a tierra. De esta manera
la ecuacion (3.119) queda reducida a la

ir(s) —ig(s) =0 (3.121)
despejando 41 (s), asi como is(s) de (3.118) y sustituyendo en (3.119) se obtiene

E1 (S) — E(_)(S) _ E(_)(S) — EO(S)
Z1(s) Zg(s)

=0 (3.122)

la ecuacion (3.122) tiene la entrada Fi(s), los parametros Zi(s) y Zs(s) asi como las
incognitas E_(s) y E,(s), esta ultima es precisamente la incognita buscada. Para eliminar
la incognita restante, se toma la transformada de Laplace de (3.117), considerando que
E4 =0, con lo cual se obtiene

E(,)(S) = — a 5 (3.123)
que, sustituyendo en (3.122) y simplificando
Ei(s)  E,(s) E,(s) E,(s)
+ + + =0 3.124
Zi6s) T GZi() T GZls) T Zls) (3.124)
_Ea(s)
E,(s) = 10 (3.125)

1 1 1
AR TIORN0)

En este punto, la suposicion de que la ganancia en lazo abierto es muy grande justifica el
hallar limg_,o0 Eo(s). Tomando el limite en (3.124) se obtiene

Bo(s) = — ?1‘ 8 Ei(s). (3.126)

La ecuacion (3.126) se conoce como la ecuacion fundamental del amplificador operacional
ideal, y sirve para determinar la caracteristica entre el voltaje de entrada y el voltaje
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de salida. Notese que, a pesar de que la ganancia en lazo abierto G es un parametro
del dispositivo, no aparece explicitamente en la relaciéon entrada salida representada por
(3.126).

Por otra parte, en la figura 28 se muestran tres distintas configuraciones en las cuales puede
aparecer una amplificador operacional; en cada caso, la senal de entrada es un voltaje
etiquetado con la letra u, y la salida es Fy. En la figura 28 a), la impedancia de entrada es
simplemente la resistencia Z;(s) = Ry, y la impedancia de retroalimentacion es Z;(s) = Ra,
asi que la relaciéon, de manera que la caracteristica entrada-salida es

Ey = ——2u, (3.127)

es decir, el efecto de dicho arreglo consisten en invertir la polaridad de la senal y al mismo
tiempo amplificar o atenuar su magnitud, de acuerdo con la condicién %’ >106 %’ <1,
respectivamente.

En la figura 28 b) se muestra un arreglo en el que la impedancia de entrada es un resistor
R pero, a diferencia del caso anterior, el elemento de retroalimentacién es un capacitor
con la capacitancia C, por lo tanto su impedancia operacional es Z(s) = %, asi que su
caracteristica entrada-salida se pueden expresar de una manera mas sencilla en el dominio
de la transformada de Laplace

Eo(s) = —Rlcsa(s). (3.128)

La ecuacion (3.128) se interpreta comunmente como un integrador; por ejemplo, si se aplica
un voltaje constante u(t) = ug y ug se encuentra dentro de los limites de operacion del
amplificador operacional, el voltaje de salida Ej serd un voltaje que decrece uniformemente
con respecto al tiempo, la grafica serd una linea recta que pasa por el origen con pendiente
igual a —%.

Finalmente, en la figura 28 ¢) se muestra un arreglo con un amplificador operacional en el
que se aplica un voltaje distinto a cada una de las terminales, en lugar de conectar a tierra
la terminal inversora.

En esta configuracion la caracteristica entrada-salida no puede ser descrita por la ecuacién
(3.126). De hecho, se hace referencia a la entrada diferencial us —uq y el arreglo se conoce
como comparador. Para analizar su caracteristica entrada-salida, se hace uso de las leyes
de Kirchhoff, junto con las tres suposiciones del amplificador operacional ideal. Aplicando
la ley de Kirchhoff de las corrientes tanto en la terminal inversora como en la terminanl no
inversora y teniendo en cuenta la suposiciéon de que la impedancia de entrada es infinita,
se obtienen las ecuaciones

i1 = i3 (3.129)
i3 = 4 (3.130)

Por otra parte las caracteristicas corriente-voltaje en cada uno de los resistores de la figura
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Figura 28: Distintos ejemplos de conexiones de amplificadores operacionales.

28 ¢) se obtienen las ecuaciones

w1 — E(_y = Ryiy (3.131)
E(_y — E, = Ryis (3.132)
ug — E(y) = Raia (3.133)

E(+) = Ruis. (3.134)

Despejando i1 e i3 de las ecuaciones (3.131) y (3.132) se obtiene una ecuaci’on de la cual
se puede despejar E(_). Similarmente, despejando iy e ig de (3.133) y (3.134) se obtiene
una expresion de la cual se despeja E(4,.

Bt T
Ey=3—7 Ewy=5"73 (3.135)
" T Rs " TR

Sustituyendo E,y y E(_y dados por (3.135) en la ecuaciéon del amplificador operacional en

lazo abierto Ey = G(E4) — E(_)), por la suposicion de ganancia infinita y considerando
R; = Ry = R3 = R, finalmente se obtiene

EO = U —U7p. (3136)
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3.5 Sistemas electromecanicos

Motor de CD con excitacion independiente

En la figura 29 a) se muestra una vista lateral de un motor eléctrico de corriente directa,
alimentado por una fuente ideal de voltaje. En la figura 29 b) se muestra el circuito equi-
valente usualmente del rotor o armadura considerado en el modelo, junto con el esquema
del eje del rotor, rigidamente acoplado para transmitir movimiento rotacional a un objeto
representado por un disco giratorio. No se indica la manera de generar el campo magnético
del estator, puede ser a través de un iman permanente, por medio de un electroimén, e
incluso a través de una combinaciéon de ambos. En el circuito equivalente, se considera
que la resistencia total del devanado del rotor se encuentra concentrada en un elemento,
llamado resistencia de armadura y denotado como R,, en Ohms. En realidad, la resistencia
se encuentra distribuida a lo largo de toda la longitud del cable, pero el considerarla como
un parametro concentrado facilita el anélisis, ain mas, se trata de una aproximacion que
ha resultado muy apropiada para describir el comportamiento real de este tipo de motores.
La caida de tension instantanea debida a este elemento tiene una magnitud

Ruia(t), (3.137)

donde i,(t) es la corriente de armadura media en amperes (A). En segundo lugar se encuen-
tra la inductancia de armadura L,, medida en Henrios, la cual también se modela como
un componente con el pardmetro concentrado. El tercer elemento del circuito equivalente
es el coeficiente de fuerza contraelectromotriz ky, medido en V-s/rad. Representa el vol-
taje contraelectromotriz que se induce por unidad de velocidad debido al desplazamiento
relativo entre el devanado de la armadura y el campo magnético fijo. La caida de tensién
debida a este elemento en el circuito equivalente tiene la magnitud

do(t)

ki
VTar

o bien kyw(t) (3.138)

donde 6(t) es la coordenada de posicion angular en el instante ¢, medida en radianes y
w(t) = 0(t) es la velocidad angular en el instante ¢, media en radianes por segundo. Este
término representa una parte de la interaccién entre la parte mecénica y la parte eléctrica
del sistema o, dicho con mayor precision, representa la influencia de la componente mecéanica
del motor sobre la componente eléctrica. El tercer elemento del circuito equivalente es la
inductancia de armadura, L,, medida en Henrios y a la cual se debe la caida de tension de
magnitud

di(t)

“dt

La aplicacion de la ley de Kirchhoff de los voltajes al circuito de la figura 290, tomando en
cuenta las ecuaciones (3.137), (3.138), asi como (3.139) produce como resultado la ecuacion
diferencial

(3.139)

u(t) ~ Raia(t) — 2,220, PO _ (3.140)
8o 4 i+ D <) (3141
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En caso de que la variable de interés sea la velocidad angular se utiliza la segunda de las
ecuaciones (3.138) para obtener
Ldzsiiit) + Raia(t) + kyw(t) = u(t). (3.142)
Las ecuaciones (3.141) y (3.142), son equivalentes en el sentido de que, conociendo la
solucién de una de ellas es inmediatamente posible el determinar la solucién de la otra y
al tratarse, en esencia, de una ecuacion diferencial con dos funciones incégnitas, hace falta
otra ecuacion diferencial para poder determinar completamente las variables de interés
del sistema. La ecuacion faltante se puede obtener al aplicar la ecuacion (3.36) a la parte
rotacional del sistema. Para tal fin se explican los coeficientes involucrados. La constante de
torque, expresada en N-m/A es el par de origen electromagnético que produce el motor por
cada unidad de corriente que circula por el devanado de armadura, es decir, la magnitud
de dicho par es
kria(t), (3.143)

donde i,(t) es la corriente de armadura. La constante k. por lo tanto, representa la influen-
cia de la parte eléctrica del circuito sobre la parte mecéanica. El giro del rotor se produce
con ayuda de bujes, rodamientos o chumaceras, los cuales poseen cierta lubricacion, y es
comun considerar la friccién viscosa debido principalmente a la capa de lubricante que evita
el contacto directo entre las superficies metalicas en movimiento relativo una con respecto
a otra, ese efecto se cuantifica a través de la constante de fricciéon viscosa rotacional, la cual
simplemente se describe como ¢ y se expresa en N-m-s/rad. El par que siempre se opone al
movimiento, de acuerdo con este modelo, es

do(t)
Tt

Adicionalmente, posible considerar también a una componente de fricciéon que ocasiona un
par constante debido a la presién de ensamblaje. En el desarrollo del presente modelo no se
considerara dicho término. En cuanto al momento de inercia .J, este se considera compuesto
de dos partes: el momento de inercia de rotor, propiamente dicho simbolizado por Jyotor, ¥ €l
momento de inercia de la carga, siempre y cuando esta se encuentre rigidamente acoplada
al eje del rotor, se le indica por medio de Jearga. Por tanto, el momento de inercia con
respecto al eje de rotacion es

o bien cw(t). (3.144)

J = Jrotor + Jcargaa (3145)

el cual se mide en kg- m?.
Una vez indicadas las magnitudes involucradas, es posible aplicar la ecuacion (3.36) a la
parte mecénica, para obtener

dot)y  d*0(t)

keyig (t) — ¢ — , 3.146
la(t) == a2 (3.146)
o bien, en términos de la velocidad angular
dw(t
via(t) — cw(t) = 7220 (3.147)

dt ’

El motor puede acoplarse a un sistema mecénico de uno o més grados de libertad.
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Figura 29: Esquema de un motor de CD con excitacion independiente.
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Figura 30: Esquema de un motor de CD con excitacién independiente acoplado a un sistema
de dos grados de libertad.
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Figura 31: Carro en un plano inclinado.

Desplazamiento de un vehiculo de dos ejes sobre un plano inclinado

En la figura 31 se muestra un vehiculo dotado de dos ejes y traccion aplicada en las ruedas
traseras, el cual se desplaza sobre un camino ascendente con una inclinacién constante
descrita por el angulo 6. Antes de emprender la escritura de ecuaciones es conveniente tener
en cuenta el alcance y proposito del modelo, para poder obtener del mismo la informacién
requerida sin tener que efectuar operaciones adicionales. Los objetivos del este modelo son

1. Analizar bajo qué condiciones puede ocurrir volcamiento por la pérdida de contacto
entre el suelo y las ruedas delanteras.

2. Estudiar la respuesta dinamica en desplazamiento, velocidad y aceleracién cuando se
aplica un momento de torsion en el eje trasero.

3. Utilizar el modelo para regulaciéon de la velocidad.

Supondremos, por lo tanto que el vehiculo se compone de tres cuerpos rigidos: el cuerpo
principal y las llantas en cada eje. Considerando a la superficie de rodamiento como una
superficie perfectamente rigida, se puede despreciar la resistencia a la rodadura. También se
despreciara la friccion en la transmisiéon y en el tren motriz. También se considerara que no
ocurre deslizamiento entre las ruedas y la superficie de rodamiento y que el huelgo o juego
mecénico (backslash) es despreciable. Tampoco se considerara el efecto de la suspension.
De esta manera se trata de un sistema de un s6lo grado de libertad. En el diagrama de
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cuerpo libre de la carroceria, considérese un sistema cartesiano de coordenadas XY en el
cual la parte positiva del eje X es paralela al plano de rodamiento y apunta en la direccién
ascendente y el eje Y apunta hacia arriba, perpendicular a dicha superficie. De esta manera,
al no existir desplazamiento ni aceleracion en la direccién perpendicular al movimiento, se
puede aplicar la condicién de equilibrio

$F, =0

(3.148)
P, +Q, —magcost = 0.

En cambio, el movimiento en la direccién del plano es un movimiento acelerado, por lo que
se aplica la segunda ley de Newton
YF, =msi

3.149
P, 4+ Q. —m3sgsenf = mai ( )

Finalmente, considerando que el cuerpo del vehiculo no debe experimentar rotacion se
establece la importante condicién de equilibrio rotacional

SMe, =0

3.150
T — hymggcos0 + Qy(h1 + he) = 0. ( )

Notese que, por tratarse de una condicién de equilibrio, resulta correcto considerar como
centro de momentos a cualquier punto del cuerpo para escribir la suma del miembro derecho
de (3.150). Por otra parte, del diagrama de cuerpo libre de la rueda trasera, aplicando la
condicion de equilibrio traslacional de la rueda posterior en la direcciéon perpendicular al
movimiento da como resultado

YF, =0
(3.151)
Ny — Py —mygcost =0
Por su parte, el movimiento acelerado se describe como
(3.152)

Fy —mygsinf — P, = my&.

A diferencia del cuerpo principal del vehiculo la llanta si experimenta movimiento rotacional
acelerado

YMcr = Jié1
5
-T+FRi=J|—=—]).
+ 1<R1>

La ultima de las ecuaciones (3.153) es consecuencia de las suposiciones sobre la cinemética
del desplazamiento x = R;p;. Finalmente el equilibrio en la direccién normal de la rueda
delantera se obtiene de manera similar

$F, =0

(3.154)
Ny — Qy — magcost = 0.
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La ecuacion de movimiento paralelo al plano es

YF, =%
. . (3.155)
—Qz —mogsinf + Fy = mod.
Finalmente la ecuacién del movimiento rotacional acelerado es
YMc, = p2J2
FoRy = Jop
2112 242 (3.156)

i
FBRy=Jo | = |-
242 2<R2>

Las ecuaciones (3.148)-(3.156) constituyen un conjunto de ecuaciones algebraico-diferenciales
con respecto a las variables Py, Py, Qz, Qy, N1, Na, Fi, F> y x. Ademas de la condicion de
volcamiento, resulta de principal interés la relaciéon que guardan entre si el par aplicado T'
y el desplazamiento x.

Supongamos ahora, para simplificar el analisis, que se desprecian las masas de las ruedas,
y por lo tanto sus respectivos momentos de inercia. Esta consideracion resulta adecuada
en la medida en que my y mo sean significativamente menores a ms3. Entonces, bajo las
simplifcaciones

my = O7 mo = O7 Jl = 0, J2 =0. (3157)

Se obtienen de inmediato los siguientes resultados

1
P.=F, =0 F= R—lT, Q:=0, Qy=N, P,=Ni. (3.158)
Al sustituir estos resultados en las ecuaciones restantes se obtiene una ecuacion diferencial
que relaciona al par aplicado por el motor fijo a la carroceria con la posiciéon medida a lo
largo de la superficie de rodamiento

T = Rymgsenf + Rymsi. (3.159)

Considérese ahora que el par aplicado se debe a la accién de un motor de corriente directa
con excitacion independiente, el cual posee una resistencia de armadura R, inductancia
de armadura L,, constante de par kp y una constante de fuerza contraelectromotriz ky .
Considerando al motor eléctrico directamente acoplado al eje trasero, la ecuacion del par
es

Rimgzgsend + Rymsi = kri, (3.160)

en donde se ha despreciado la friccion viscosa en los rodamientos del motor. Aplicando la
ley de Kirchhoff de los voltajes al circuito representativo de la armadura en el diagrama de
la figura 29, y tomando en cuenta la relacién cinematica z = Rj¢; se obtiene

Ldi+R +k z (3.161)

— — =u. .
adt a le

Las ecuaciones (3.160) y (3.161) describen la dindmica del conjunto considerando como
entrada al voltaje aplicado u = u(t).
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3.6 Enfoque energético. Ecuaciones de Euler-Lagrange

Una vez que se ha determinado el objetivo y el uso del modelo por realizar, queda abierta
la posibilidad de escoger entre distintas alternativas. La obtencion de las ecuaciones de
movimiento, y de las ecuaciones dinamicas en general, puede llevarse a cabo desde dis-
tintos puntos de vista: en el caso del péndulo simple, pueden obtenerse las ecuaciones de
movimiento usando el analisis de las leyes del movimiento traslacional aplicadas a una
masa puntual concentrada, o bien utilizando las leyes del movimiento traslacional aplica-
das al cuerpo rigido constituido por un eslabon rigido con la masa puntual localizada en
el extremo y una vez obtenida la solucién obtener la coordenada traslacional a partir de
una sencilla conversiéon. En cierto sentido, ambas coordenadas, traslacional y rotacional,
son descripciones del mismo fenémeno y son las soluciones de ecuaciones diferenciales que,
aunque distintas, poseen caracteristicas esenciales en comun: estabilidad o inestabilidad,
disipacién por amortiguamiento o conservacion de la energia, oscilaciones o monotonicidad,
etc. Otro tanto puede decirse de las distintas maneras en las cuales puede expresarse la
ecuacion diferencial del circuito RLC serie: como una ecuacién en la que la incognita es
la carga, o bien, considerando como incognita al voltaje entre las terminales del capacitor.
Para refererirse a los distintos conjuntos de coordenadas que se pueden emplear en la des-
cripcion de la dindmica, se utiliza el término coordenadas generalizadas. Se habla también
de velocidades generalizadas para hacer referencia a las derivadas de primer orden de las
respectivas coordenadas generalizadas. De manera més formal, el nimero de coordenadas
generalizadas es igual al nimero de parametros fisicos que es necesario conocer para es-
pecificar completamente la configuracion del sistema, a ese nimero también se le conoce
como el nimero de grados de libertad del sistema. La energfa en sistemas mecanicos se
puede clasificar en dos tipos: por una parte la energia potencial, la cual es una funcién
que la mayorias de las veces depende de las coordenadas generalizadas y posiblemente del
tiempo, mientras que por la otra parte la energia cinética, es una funciéon que depende del
estado del movimiento y por lo tanto de las velocidades. Los conceptos de coordenadas
generalizadas, energia potencial y energia cinética se ha extendido mas alla de los sistemas
mecéanicos hasta ser formulados con precisién, aunque con distintos niveles de dificultad,
para sistemas eléctricos, magnéticos, quimicos, térmicos, etc., razén por la cual es posible
extender el analisis dinamico a sistemas de distintos ambitos. Dado que los conceptos han
sido desarrollados con mayor éxito e intuicion fisica para los sistemas mecéanicos, se expli-
caré el enfoque a partir de conceptos de mecénica. Considérese un sistema mecénico con
las coordenadas y velocidadaes generalizadas por medio de

a1 (t) Q(t)

q2(1) . Ga(t)
av=| |y an=| ", (3.162)

qn(t) dn(t)
(Cuando sea conveniente se omitira el argumento ¢, por ejemplo q = q(t).) La energia poten-
cial, siendo funcion de las coordenadas generalizadas, se indica como U = U(q1, g2, - - -, Gn),
mientras que la energia cinética, al ser funcién de las velocidades generalizadas, se denota
como T = T(¢1,4Go, - - -, qn). El antecedente méas profundo del enfoque de Euler-Lagrange es

el principio de minima accion o principio de Hamilton. Dicho principio tiene como premisa
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el hecho de que a cada trayectoria de movimiento entre dos puntos, digamos A y B, esta
asociada con una cantidad llamada accion, la cual se expresa como una integral

B

Jassp(q) = /A L(q(t), a(t)) dt, (3.163)

el integrando es una funcién escalar denominada funciéon de Lagrange o Lagrangiano. El
principio establece que el movimiento de un sistema real en la naturaleza ocurre de tal
manera que la accion alcanza su valor estacionario. Por lo comin, ese punto estacionario
de la funciéon corresponde a un minimo. La funcién J en (3.163) no es una funcion del
célculo ordinario, ya que su argumento no es un nimero, sino una funcién vectorial q, por
esa razon, a la funcion J se le denomina funcional. Por lo tanto la técnica para hallar, o al
menos caracterizar, los valores estacionarios no pertenece al calculo diferencial e integral,
sino al cdlculo de variaciones, sin embargo, existe una similitud entre la condicién necesaria
para la existencia de un minimo en el célculo y la condicién necesaria para la existencia de
un minimo en el calculo de variaciones: en el primer caso, la derivada de la funcién debe
ser igual a cero, y en el segundo caso es la variacion de la funcional J, la cual debe hacerse
cero. Existen muy buenas obras de consulta que permiten ahondar en las técnicas para
obtener las condiciones del valor estacionario. Nos limitaremos aqui a describir el resultado
de hallar la primera variacion de J y enseguida igualarla a cero:

d (0L oL
Z)l_=_p i =1.2.....n. 3.164
dt (6(]@ ) aqz 9 para 1 )< N ( )

En los sistemas mecanicos, el lagrangiano es la diferencia entre la energia cinética y la
energia potencial:

L= L(q(t),a(t)) =T(a(t)) — U(a(t)). (3.165)

En los sistemas mecénicos que constan de cuerpos rigidos, la energia cinética puede deber
tanto al movimiento traslacional, como al movimiento rotacional, las cuales se pueden
expresar, respectivamente como

1 1
Ttrans = imv27 Trot = §JW2- (3166)

Por otra parte, la energia potencial puede deberse a la posicién medida con respecto a un
punto de referencia y es igual a trabajo necesario para efectuar movimiento en oposicion a
un campo de fuerzas conservador o conservativo. Las cantidades mas comunes son

Gravitacional: U(q) = mg(q — Gret)

1
Elastica traslacional: U(q) = 51@52((]) (3.167)

1
Elastica rotacional: U(q) = 5/4:902 (q).

En el caso del péndulo simple, la coordenada generalizada es ¢ = 6, la energia potencial es

U(0) = mgL(1 — cos ) (3.168)
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mientras que la energfa cinética
. 1 R
T(0) = im(LG) = imL 0°, (3.169)
el lagrangiano es, por lo tanto

L(8,6) = T(8) — U(6)

1, (3.170)
= EmLQGQ —mgL(1 — cos @)
Las derivadas involucradas son
a—]% = mLzé,
00
d (0L -
(O8N _ 2 3.171
ﬁ<w) " (3-171)
L
88—9 = —mgLsen 6
Sustituyendo las derivadas de (3.171) en la ecuacion de Lagrange (3.164)
mL2G — (—mgLsen ) = 0.
(3.172)

0(t) + Lsen (0()) = 0,
ecuacion idéntica a la que se obtiene por la aplicacién de la segunda ley de Newton. El
modelo bésico de Euler-Lagrange puede modificarse para incluir los efectos de la disipaciéon
de energia, asi como la aplicacion de una fuerza generalizada externa: una fuerza en el caso
de movimiento traslacional, un momento de torsiéon en el caso de movimiento rotacional,
un voltaje proveniente de una fuente ideal en el caso de circuitos eléctricos, etc.

Caso de estudio: sistema autoequilibrante

Considérese al autoequilibrante de la figura 32. Se trata de un sistema de desplazamiento
sobre dos ruedas paralelas, cada una de las cuales puede, en principio, girar de manera
independiente con respecto a la otra, este movimiento diferencial permite que el vehiculo
gire con respecto a un eje vertical, tanto la masa del vehiculo como la de ambos neumaticos
poseen un movimiento rotacional con respecto al eje geométrico comun de ambas ruedas.
Adn cuando consideremos que el movimiento de ambos neumaticos ocurre en perfecta
sincronia y que no existe deslizamiento entre estos y la superficie horizontal, el sistema
posee tres grados de libertad. Supéngase que

e El movimiento ocurre sobre una superficie plana indeformable, perfectamete horizon-
tal, sin resistencia a la rodadura.

e No existe deslizamiento entre las ruedas y la superficie.

e La masa corporal del tripulante no sufre desplazamiento con respecto a la estructura
superior del vehiculo, se trata de un tripulante rigido.
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Figura 32: Mecanismo autoequilibrante.

Las condiciones enunciadas permiten considerar al vehiculo autoequilibrante como un sis-
tema de dos grados de libertad y por lo tanto su configuracién depende solamente de dos
coordenadas generalizadas. Establezcamos la siguiente notaciéon

M : Masa de la estructura superior.

m : Masa de las llantas.
Jar @ Momento de inercia de la estructura superior con respecto a su centro de masa G.
Jm : Momento de inercia de la llanta con respecto a su centro de masa C.
xps : Coordenada de posicion horizontal del centro de masa de la estructura superior.
Ty, : Coordenada de posicion horizontal del centro de masa de la llanta.
ynm - Coordenada vertical del centro de masa de la estructura superior.

p : Distancia entre el centro de rotacién de la llanta, C, y el centro de masa de la
estructura superior, G.

r : Radio de la llanta.

05 : Desplazamiento angular de la estructura superior, tomando como referencia la po-
sicion de equilibrio superior, en la cual la linea C'G se encuentra en posiciéon vertical,
y considerando positivo el giro en sentido horario.

0., : Desplazamiento angular de la llanta, considerando positivo el giro en sentido horario.
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Resulta conveniente escoger como coordenadas generalizadas a 6,; y 6,,. Por otra parte,
es facil comprobar las siguientes relaciones cinematicas.

Ty = T + psenlyy, (3.173)
Ty = 70, (3.174)
ym = p cos by, (3.175)
Ty = 10 + psen by, (3.176)
By = 76, (3.177)
inp =10 + pcosOyr - Onr. (3.178)

Dado que solamente el centro de masa de la estructura superior puede cambiar de posicién
durante el movimiento, si se toma como referencia para el célculo de la energia potencial al
nivel geodésico del centro C' de la llanta, la energia potencial total del sistema dependera
solamente de 0,

U=U(0n)=Mgyy = Mgpcosb,,, (3.179)

la energia cinética total es la suma de la energia cinética de la estructura superior y la
energia cinética de la llanta
Tiotal = Ty + T,y (3180)

donde cada uno de los términos consta de una componente traslacional y otra componente
rotacional:

1 1 :
1 . 1 ‘9

1
i(mr + Jm)0

2
m*

La expresion para la energia cinética de la masa superior se ve complicada por el acopla-
miento entre las variables 0, y 6,,

1 1.
Ty = iMi?\/[ + §JM9§4

. . . . (3.182)
= S M (O + post - 032) + §JM0]2W

La energia cinética total es

1 . 1 . ..
Tiotal = 5([m + M]r2 + Jm)an + 5(;)2 cos? Oy + JM)H?W + Mpr6,,0n cosOpr.  (3.183)

De esta manera, el lagrangiano es

L= Ttotal -U= 7([m + M]?“2 + Jm)efn
(3.184)

+ = (p?*cos? O + JM)Q'ZQW + MpréméM cosBOnr — Mgpcostyy.

N - po| —
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Los términos involucrados en las ecuaciones de Lagrange se obtienen a continuacion

L . .
867 = ([m + M]r? + Jp)00m + M proys cos 0y, (3.185)

y su derivada con respecto al tiempo

I, ; ; .
%% = ([m + M]r?® + Jp)0m + Mproy, — Mproi, sen,,, (3.186)
asi como
L
;T —0. (3.187)

De manera similar, efectuando las operaciones con respecto a la coordenada 6;:

oL

S0 = (p®cos? O + JM)QNI + Mprém cosfy. (3.188)
M

Derivando con respecto al tiempo

d 0

— —— = (p®cos® Oy + JM)éM + M préyy, cos Opr — M prf8,, sen Oy, (3.189)
dt 96,,
ademas de
oL .
—— = —Mprb,,0)sen by + Mgpsen6y,. (3.190)
00

Las ecuaciones de Lagrange para este sistema son

4oL oL _

dt 89M 00z B

doL oL (3.191)
dt 96, O

Al sustituir las derivadas indicadas en las ecuaciones de Lagrange se obtienen las ecuaciones
de movimiento del sistema

(p2 cos? 0y + JM)éM + Mprém cosfy — Mgpsenfy =0 (3.192)
([m+M]r2+Jm)ém +Mpr9.M cos Oyr fMprézzw senfy = u .
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3.7 Ejercicios

u(t) ——| mg ¢

Xc
N
u(t) ——> m
©] )
i X
—

Figura 33: Péndulo invertido.

1. Hallar un modelo dindmico del vehiculo descrito en la figura 31, utilizando el enfoque
de Euler-Lagrange.

2. Hallar un modelo dindmico del péndulo invertido traslacional que se muestra en la
figura 33.

3. Hallar las ecuaciones de movimiento del sistema de la figura 11 en la péagina 48
utilizando el enfoque de Euler-Lagrange.

4. Hallar las ecuaciones de movimiento del sistema rotacional de la figura 17 en la pagina
57 utilizando el enfoque de Euler-Lagrange.

5. Hallar las ecuaciones de movimiento del sistema rotacional de la figura 31 en la pagina
82 utilizando el enfoque de Euler-Lagrange.
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3.8 Notas y comentarios

El material sobre mecénica vectorial desarrollado en [Beer et al., 2007] se ha convertido en
una obra de consulta obligada para todo profesional de la ingenieria relacionado con la me-
céanica. Se puede obtener un panorama rapido en obras de consulta breve y minima abstrac-
cion, tales como [Gotze, 1999]. La descripcion contenida en [Welbourn and Smith, 1996] es
aunque breve, muy instructiva respecto al proceso de analisis y diseno del funcionamiento
de maquinaria de uso actual, en especial en lo que concierne a vibraciones, aunque una
referencia mucho mas extensa y méas adaptada a la actualidad se encuentra en [Rao, 2012].
Un fundamento breve pero riguroso puede hallarse en [Landau and Lifshitz, 1994].El ma-
terial contenido en [Meirovitch, 2003] es adecuado en extension, rigor y profundidad para
adentrarse en una mayor medida. El trabajo en [F.Gantmacher, 1975] es una piedra angu-
lar en lo que toca al enfoque de Euler-Lagrange, Hamilton, etc., un muestrario de ejercicios
complementarios de ese nivel se puede hallar en [Kotkin and Serbo, 1988].

Una referencia general indiscutible sobre circuitos electrénicos hoy en dia se encuentra en
[Boylestad and Nashelsky, 2009]. La profundizacion en el analisis matematico de redes se
halla en [Seshu and Balabanian, 1964]. Una referencia de consulta rapida, pero a la vez
rigurosa se puede hallar en [Ras, 1995]. A pesar de la dificultad para hallarlo, un tra-
tamiento acerca de circuitos lineales a través la transformada de Laplace se expone en
[Kontorovich, 1999]. Los circuitos que incluyen a amplificadores operacionales se describen
de manera bastante accesible en [Woods and Lawrence, 1997|. Se puede encontrar bastante
integracion entre los amplificadores operacionales, los componentes 16gicos y de electronica
de potencia en |[Lyshevski, 2008].

Sobre sistemas electromecanicos una obra que ha sido referencia durante mucho tiem-
po es [Gourishankar, 1975], aunque con el paso del tiempo han surgido obras que toman
en cuenta el amplio abanico de este tipo de sistemas [Cetinkunt, 2007], [Bolton, 2013],
[Boukas and AL-Sunni, 2011], [de Silva, 2009]. La explotacion de las analogias formales en-
tre los distintos tipos de sistemas se explora extensivamente en [Kanoop et al., 2008|. Las
méquinas eléctricas constituyen sistemas electromecanicos por excelencia y una referencia
de autoridad es [Fraile-Mora, 2008]. La aplicacion de técnicas novedosas y eficientes de con-
trol automatico a los sistemas electromecanicos se ilustra en [Lyshevski, 2008]. Un recuento
amplio y accesible de aplicaciones diversas se puede hallar en [Shetty and Kolk, 2011]. En
la tesis [Ruiz-Méndez, 2014] se puede hallar una descripcion del uso e instrumentacion de
la suspensién activa.



Capitulo 4

Funciéon de transferencia

The purpose of computing is insight, not numbers"
~RicHARD HAMMING

4.1 La funcion de transferencia

La funcién de transferencia es un concepto de suma importancia para comprender y utilizar
técnicas de anélisis y diseno en varias ramas de la ingenieria desde hace bastante tiempo.
Para comprender la necesidad de su empleo bastaria con recurrir a la numerosa literatura
técnica y cientifica en las areas de control, senales y comunicaciones que ain hoy en dia
sigue expresando sus resultados usando funciones de transferencia. Comencemos por la
ecuacion diferencial de un circuito RLC serie, en la cual consideramos como variable de
entrada al voltaje u, aplicado por medio de una fuente ideal, y como salida a la carga del
capacitor ¢; ambas cantidades son funciones del tiempo

Li(t) + Ri(t) + Salt) = ult) (1)
Aplicando la transformada de Laplace tenemos
L(s%4(s) — sq(0) — 4(0)) + R(sd(s) — q(0)) + %6(8) = a(s) (4.2)
al despejar G(s) (Ls 4 Ba(0) + L4(0) s)
., (Ls+1t)q(0) + Lq u(s
ats) = Ls>+ Rs+ & * Ls®>+ Rs+ &' (43)

Nos interesa principalmente analizar el comportamiento de la salida como respuesta a
la aplicaciéon de cierta entrada. La solucién de la ecuacién se obtiene por medio de la
transformada inversa de Laplace

. Ls+ R)q(0) + Lg(0 —1 u(s
q(t) =L {( Lsgfgﬁq()}*‘ {Ls2+(R)s+é} o

1Richard Hamming (1915-1998). Ingeniero y matemaético estadounidense, realiz6 importantes contribu-
ciones al procesamiento de senales.

93
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El primer término no es més que la solucion de la ecuacion diferencial homogénea corres-
pondiente

Li(t) + Ri(t) + galt) =0 (4.5

mientras que la segunda transformada inversa nos indica la contribucion de la entrada u(t)
a la carga almancenada en el capacitor. Como en el caso presente solo nos interesa este
altimo, y tomando en cuenta que la solucién total se puede hallar por superposiciéon de
las dos contribuciones, analizaremos el caso en el que las condiciones iniciales son nulas, es
decir

4(0) =0, 4(0) =0. (4.6)

De esta forma, analizamos solamente la solucién complementaria

u(s)

i(s) = ———~2 4.7
ats) Ls®+ Rs+ & (4.7)

notando que el factor que multiplica a @(s) no depende ni de la entrada ni del tiempo, es
atil escribir ~
q(s) 1

a(s) T L2t Rs+ o

(4.8)

expresion que se denomina funcidn de transferencia del circuito RLC. La funcién de trans-
ferencia es una propiedad de los sistemas lineales, la cual es independiente de la entrada,
y nos proporciona informaciéon muy tutil acerca del comportamiento dinamico del sistema.
Ahora, consideremos un caso maéas general

n n—1 m m—1
Y Y d™u d U
aoidt” +a; g1 +-tany = bOT +b—— + - Fanu (4.9)

L dtm—1
repitiendo paso a paso el procedimiento anterior obtenemos el cociente

g(s) o b05m+b15m71 +"'+bm—15+bm (4 10)
a(s)  aps" +ars"l 4t ap_1s+a, '

De manera formal,

Definicion 1 La funcion de transferencia es el cociente de la transformada de Laplace de
la salida entre la transformada de Laplace de la entrada cuando las condiciones iniciales
son nulas.

El diagrama de simulacién se representa en la figura 34.

4.2 Polos y ceros

Definicion 2 Los polos de un sistema son las raices del denominador de la funcion de
tranferencia.

Los polos sirven para definir las que podriamos considerar las componentes principales de
la solucion del sistema: los modos. Por otra parte, hay otras cantidades que, de una manera
més bien sutil, ayudan a describir la respuesta del sistema, especificamente, la manera en
la cual se combinan los modos, y por esa razén proporcionamos la siguiente definicion.
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U 12 1”

1/(L*C) =

s+ (R/L)*s+ 1/(L+C)

R =508
L= 10mH
C= 6uf

Figura 34: Funcién de transferencia de un circuito RLC en xcos.

Definicion 3 Los ceros de un sistema son las raices del numerador de la funcion de
tranferencia.

Tomemos como ejemplo la funciéon de transferencia del circuito RLC, a saber

=

24 R 1
s+ T8+ e

Debido a que el denominador es un polinomio constante, y por lo tanto no tiene raices, el
sistema carece de ceros. Por otra parte, los polos son los valores que satisfacen la ecuacién

R 1
2 — —
s+ st 75=0 (4.11)

la cual puede resolverse con ayuda de la conocida formula para resolver ecuaciones cuadra-
ticas

s = (4.12)
_ R LR 4
Pr==5r 73\ \1L LC

(4.13)

4.2.1 Polos, ceros y ganancias

es decir, los polos son

En realidad el cociente de polinomios

bos™ + blsmil + -+ bp_18+ by,
aps™ +a1s" L+ 4t ap_15+ap’

(4.14)
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solamente puede representar una funciéon de transferencia de un sistema cuando el grado
del numerador es menor que el grado del denominador, esta condicion se puede formalizar.

Definicion 4 Se dice que el cociente de polinomios (4.14) es una funcion de transferencia
propia si se cumple la condicidn
m < mn, (4.15)

y estrictamente propia si
m < n. (4.16)

Dado un polinomio de grado n, el teorema fundamental del algebra expresa que dicho
polinomio posee precisamente n raices complejas, entendiendo que las posibles raices reales
son un caso especial de nimeros complejos con la parte imaginaria nula. De ahi que el
polinomio en el numerador se puede factorizar como el producto de m binomios de primer
grado multiplicando a la constante bg; si 21, 22, . . . 2, son los ceros del sistema, es posible
escribir

bos™ +b1s™ T b by =bo(s — 21) (5 — 29) -+ (5 — zm)- (4.17)

De manera similar, el polinomio del denominador puede factorizarse como el producto del
coeficiente ag con n factores lineales, cada uno de los cuales es el resultado de restar uno
de los n polos p1,ps,...,pn de la variable s, es decir

aps" +a1s" M+ a, =ap(s —p1)(s—p2)--- (5 —pn)- (4.18)

Tomando en cuenta (4.17) y (4.18), obtenemos una expresion alternativa para la funcion
de transferencia

7(s) (s—z1)(s—22)...(s— zm)

— =K )

u(s) (s =p1)(s—p2)...(s —pn)
donde el factor constante K = by/ap se denomina ganancia y la forma descrita se conoce
como forma polos, ceros y ganancia o simplemente zpk, por su abreviatura en inglés. La
importancia de la forma zpk se resume en una palabra: diseno. Resulta que con frecuencia
se requiere un sistema con ciertas caracteristicas que se especifican a través de los polos, los
ceros y las ganancias, y es necesario determinar los coeficientes de la ecuaciéon diferencial,
los cuales, en dltima instancia, son funciones de los parametros fisicos, o bien, puede con-
siderarse que los parametros fisicos dependen de los coeficientes de la ecuaciéon diferencial,
los cuales a su vez pueden considerarse dependientes de los polos, los ceros y la ganancia.

(4.19)

Polos y ceros usando scilab

La obtencion de polos y ceros puede realizarse rapidamente con ayuda de scilab. Suponga-
mos que deseamos hallar las raices del polinomio de quinto grado

p(s) = s° +4s* + 253 + 457 + 5+ 2.
El primer paso es generar la variable simbélica, digamos s, por medio de

-->s=poly(0,’s?)
S =
s
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por supuesto que podemos utilizar cualquier otra literal como simbolo. Enseguida definimos
el polinomio utilizando la notacién en scilab

-->p=s"5+4*574+2%5"3+4*s" 2+s+2
p =

2 3 4 5
2+ s +4s + 2s + 4s + s

el comando roots permite obtener rapidamente las raices buscadas

-->roots(p)
ans =
- 3.7423023
- 0.3984355 + 0.78871971
- 0.3984355 - 0.78871971
0.2695866 + 0.7821523i
0.2695866 - 0.78215231

La funciéon de transferencia puede corresponder a sistemas de ecuaciones diferenciales en
las cuales se tiene mas de una incognita. Considérese el siguiente sistema de ecuaciones
diferenciales

MﬁCQ(f) + Clt’tg(t) + ]ﬂl.’EQ(t) - Cl.’kl(t) - klxl(t) =0 (4 20)

m:vl(t) + Clﬁbl(t) + (kl + kg)xl(t) — clx'Q(t) — klxl(t) = kgu(t), '
ecuacion en la cual x1(t) y 22(t) son las variables dependientes, ambas incognitas, y u(t) es
la funcion de entrada, mientras que M, m, ¢y, k1, ko representan constantes del sistema. Es
evidente que, cuando se habla de obtener la funcién de transferencia, hay que ir mas alla
y especificar cuél de las variables se considera como salida: puede ser la funcién incognita
x1(t), la incognita zo(t), e incluso una combinaciéon de ambas (aunque este ultimo caso
tiene que tratarse de otra manera). Escojamos el siguiente problema: hallar la funcion de
transferencia considerando a la entrada u(t) y la salida x5(t), es decir, la funcion que se
busca es

(4.21)

El procedimiento es muy parecido: en primer lugar hallar la transformada de Laplace de
cada una de las ecuaciones (4.20)

M&%i9(s) + c15%2(8) + k1Fa(s) — c1881(8) — k131 (s)

1
ms?Z,(s) + c1581(s) 4 (k1 + ko)Z1(s) — c15F2(s) — k1Zo(s)

; (4.22)

Las transformadas de Laplace de ambas incognitas 7 (s) y Z2(s) aparecen en ambas ecuacio-
nes, podemos considerar que se trata de un sistema de dos ecuaciones con ambas incognitas,
para obtener la funcién de transferencia buscada es necesario eliminar una de ellas, en este
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caso la incognita sobrante es Z1(s), asi que se le puede despejar de la primera de las dos
ecuaciones (4.22) para obtener

(Ms? + c15 + k1)T2(s)

7 = 4.23

71() s AR, (123)
por otra parte, de la segunda de dichas ecuaciones, agrupando términos se obtiene

(ms? + c15 + (k1 + ko)) Z1(s) — (515 + k1)Z2(s) = koti(s) (4.24)

sustituyendo (4.23) en (4.24) se obtiene

(Ms? + 18+ k1)Za(s)
c1s + kp
(M52+Cls+k1) ~ B
— k =k
. (c18 + k1) ¢ Ta(s) = kat(s)
{(ms® + c1s + (k1 + k2))(Ms® + c15+ k1) — (18 + k1) (c1s + k1) } Z2(s) (c18+ k1)u(s)

= ko (
{mMs4 + (m + M)cys® + (Im + Mlky + ko M)s® 4 c1kos + klkg} Ta(s) = ka(crs + k1)u(s)
(4.25)

(ms® + c15+ (k1 + ko)) — (518 + k1)Z2(s) = kati(s)

{(ms2 + 15+ (k1 + k2))

Finalmente la funcién de transferencia buscada es

i‘Q(S) k‘g(cls + k‘1)
= = 4.2
Gls) u(s)  mMs*+ (m+ M)s3+ (ki[m+ M)+ koM)s? + kocys + kiko (4.26)

Usualmente se requiere que el coeficiente de la maxima potencia en el denominador sea la
unidad, asi que, dividiendo numerador y denominador entre mM se obtienen la funciéon de
transferencia en forma normalizada

[kz(cls-‘r’fl)]

mM

4, m+M _3 ki(m+M) k2] .2 o koci kiko
s+ M s + [T 28+ Bk + g

m

G(s) =

(4.27)

No hay que perder de vista que funcion se transferencia (4.27) fue obtenida considerando a la
variable u como entrada y a xo como salida, si se hubiera escogido una variable distinta como
entrada, una variable distinta como salida, o ambas, el resultado habria sido notoriamente
distinto. Es por ello que resulta confuso el hablar de la funcion de transferencia del sistema
en tanto no se haya especificado la entrada y la salida a considerar. En la seccion 4.4 se
discuten algunos alcances y limitaciones del concepto de la funcién de transferencia cuando
se analiza de una entrada y/o més de una salida.
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4.3 La funcién de transferencia como respuesta al im-
pulso

La respuesta al impulso, como funciéon de prueba, tiene importancia clave en la determi-

nacion de caracteristicas de los sistemas lineales, ademéas de que modela, con ayuda de la

transformada de Laplace, entradas impulsivas, es decir, entradas que se aplican durante un
muy breve intervalo de tiempo, generalmente con una intensidad elevada. En la figura 35
se muestra una secuencia de funciones pulso, cada una de las cuales tiene el valor constante
L en el intervalo de ancho €, que es simétrico con respecto al punto ¢ = 0, es decir

En
. En €
1 si te |:_7n l:| ,

272
On(t) = . (4.28)
0w ore[35)

Las funciones ilustradas en la figura 35 y descritas en la ecuacion (4.28) tienen un soporte
decreciente
£1 > €9 >€E3> - (429)

y una altura creciente
i<i<i<~-~ (4.30)
€1 €2 €3
por lo que el area bajo la curva en cada una de esas funciones es igual a 1, de ahi la
denominacion pulso unitario. Si consideramos intervalos de duracion cada vez mas reducida,
las funciones tendréan cada vez mayor magnitud. La funcion impulso unitario, también
comocida como delta de Dirac, es el resultado de tomar la funcién limite de ese proceso, es

decir

i(t) = h;rn on(t), (4.31)
donde cada §,(t), n = 1,2,..., estad definida segtin la ecuacion (4.28). La funcion delta

de Dirac permite modelar fenémenos como el impacto de un martillo en una estructura
metélica o una descarga eléctrica atmosférica sobre lineas de alta tension. Una explicacién
acerca del empleo extenso de esta funcién, a pesar de no estar de definida de manera
convencional, reside en la sencillez de su transformada de Laplace. En efecto

L5t} = 1. (4.32)

De la definicion de funcion de transferencia, si gimp(s) es la respuesta al impulso unitario,
y G(s) es la funcion de transferencia, es facil notar que

Timp(8) = G(5). (4.33)

Debido a que la respuesta al impulso tiene una interpretacion fisica bastante intuitiva, y
a la sencilla relaciéon que guarda con la funcién de transferencia, con frecuencia se formula
una definicién alternativa.

Definicion 5 La funcion de tranferencia de un sistema es la transformada de Laplace de
su respuesta al impulso unitario.

La funciéon delta de Dirac, ademéas de modelar fenémenos impulsivos, es un pilar funda-
mental para el andlisis de senales en tiempo dicreto.
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Figura 35: Secuencia de funciones pulso unitario con amplitudes crecientes.

4.4 Funcion de transferencia multivariable

En la secciones anteriores se obtuvieron y analizaron funciones de transferencia para ejem-
plos en cada uno de los cuales se identifico una sola entrada y una sola salida. A este tipo de
sistemas se les denomina SISO (siglas del respectivo término en inglés: single input single
output). En contraste, con frecuencia resulta de interés practico el analizar el comporta-
miento dindmico de sistemas en los que se toma en cuenta, ya sean varias entradas, o bien
varias salidas, o bien tanto multiples entradas como multiples salidas; los dos primeros casos
se consideran como casos particulares del tercero, al que con frecuencia se hace referencia
como MIMO (siglas de multiple input-multiple output).

Consideremos un sistema con las m entradas wuy(t), uz(t),...un(t) y con las p salidas
y1(t),y2(¢), ... yp(t), donde los enteros positivos m y p son, en principio, independientes
uno del otro. Aunque desde el punto de vista del analisis y diseno de controladores es
indispensable distinguir entre entradas de control y perturbaciones, esa distincién no resulta
esencial en el tratamiento matematico que se explicara enseguida. Fisicamente, el naimero
de entradas corresponde al niimero total de variables de control (es decir, actuadores) que se
contemplan en el modelo, sumado con el nimero total de perturbaciones escalares. Una vez
identificadas las entradas y las salidas, queda claro que existe una funciéon de transferencia
por cada par (a(s),9(s)), donde (s) es alguna de las respectivas transformadas de Laplace

a1(s) = LA{ur(t)}, a2(s) =LA{uz®)}, ... Um(s) =L{un(t)}, (4.34)

y, similarmente, g(s) es la transformada de Laplace de alguna de las p salidas

ni(s) =LAy}, 9208) = L{w2 (D)}, o Gp(s) = L{yp(D)}- (4.35)
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Movimiento vertical

200, 200

Figura 36: Suspension activa de Quanser©(izq.) y diagrama esquematico (der.).

Los antecedentes expuestos permiten formalizar una definicion

Definiciéon 6 Dado un sistema con las m entradas (4.34) y las p salidas (4.35), para
i=1,2...,pyk=1,2,...,m, la funcién de transferencia de la entrada k-ésima entrada a
la i-ésima salida es el cociente de la transformada de Laplace §;(s) entre la transformadas
g (s), es decir

7i(s)
Gik(s) = . 4.36
zk( ) ﬂk(s) ( )
La funcion de transferencia multivariable o matriz de transferencia G(s) es la matriz que
tiene como elementos a las respectivas mp funciones de transferencias, cada una asociada
un de los posibles pare entrada-salida

gll(s) glg(s) e glm(s)
G(s) = 21:(8) 20 - 2":’(8) (4.37)
Gor(s) Gals) .. Gomls)

Cada una de las componentes de la matriz de transferencia es el cociente de dos polinomios,
en los que el grado del numerador no supera al grado del denominador.

Un sistema fisico donde se pueden reconocer varias entradas y varias salidas se muestra
en la figura 36, la cual, del lado izquierdo muestra la fotografia del banco de pruebas de
la suspension activa de Quanser”™ . 2 El bloque con masa m corresponde a la masa de

TM

2La marca Quanser es propiedad de la compaiiia del mismo nombre.
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Figura 37: Diagramas de cuerpo libre de los bloques de la suspension activa.

neumatico (conocida comtinmente como unsprung mass) con la coordenada de posicion
vertical z1(t) , mientras que el bloque con masa M tiene la coordenada de posicion zs(t)
(compérese con la figura 13, pagina 51). La entrada u; representa la altura de la placa
inferior, con respecto a su nivel de referencia y es la representacion a escala de la magnitud
r que se indica en la figura 13. El elemento que distingue al modelo de la suspensioén activa es
la presencia de un actuador mecénico, en este caso un motor eléctrico, el cual se encuentra
acoplado a un mecanismo que transforma el movimiento rotacional en traslacional y por lo
tanto aplica una fuerza us. Los diagramas de cuerpo libre de ambos bloques se indican en la
figura 37. La aplicacién de la segunda ley de Newton, considerando como origen del sistema
de coordenadas a la posicion de equilibrio permite obtener las ecuaciones de movimiento

Még(t) + Clég(t) + klzg(t) — 12 (t) - k‘12’1<t) = UQ<t),

mél (t) + 612.,’1 (t) + (kl + k2)21 (t) — Cléz(t) — k122(t) = kzul(t). (438)

Notese que el modelo dindmico es préacticamente idéntico al que se representa con las
ecuaciones (3.32), salvo por la presencia de la entrada us(t). La decision de escoger qué
cantidades fisicas van a ser las salidas en un modelo, tiene que ver, en primer lugar, con
la necesidad de medir las cantidades que resultan relevantes para resolver un problema
determinado y en segundo lugar, pero no menos importante, con la disponibilidad de medios
fisicos para efectuar dichas mediciones, es decir, de sensores y equipo de adquisicion de
senales. Supongamos que tenemos la necesidad y la posibilidad de medir la coordenada
vertical de cada una de las masas m y M. De hecho, en la figura 36, aunque no se han
indicado todos los sensores, es posible notar la existencia de un s6lo medidor de posicién
lineal o encoder para la determinacion directa de z2(t). Con esta informacion y la ayuda
del encoder acoplado al motor que produce us(t) es posible, en principio, contar con valores
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en tiempo real de las variables z1 (t) y 22(t). Por esta razon escojamos

y1(t) = 21(t), ya2(t) = 22(t),  en forma vectorial y(t) = ( 283 ) . (4.39)

Aplicando la transformada de Laplace a las ecuaciones diferenciales (4.38) se obtiene el
sistema de ecuaciones algebraicas

Ms%25(5) 4 c18%2(8) + k1Za(s) — c18%1(s) — k121(s)
ms?z (s) + c1821(s) + (k1 + k2)Z1(s) — c1822(s) — k122(s)

2(s)

ZQ;(S)’ (4.40)

sustituyendo las transformadas de Laplace de (4.39) en el par de ecuaciones (4.40) se obtiene

M525o(s) + 150 (s) + k12(s) — c15%1(s) — k11(8) = @ia(s) (4.41)
ms®§1(s) + crsii(s) + (k1 + k)i (s) — c1592(s) — k1fia(s) = kaiia (s). .

Las ecuaciones (4.41) pueden escribirse de manera vectorial como

—(c18+ k1) Ms? +c1s+ky gi(s) \ _( 0 1 U1(s)
( ms? 4+ c1s + ky + ko —(c1s+ k1) ) ( g2(s) > a < ka O ) ( Us(s) )’ (4.42)
ecuacion que, de manera abreviada, se expresa convenientemente como
O(s)y(s) = Ku(s) (4.43)
bajo la condiciéon de que
det ©(s) = mMs* 4+ (m + M)c18® + ([m + Mlky + ko M)s® + crkas + kika #0, (4.44)
es posible despejar a la transformada del vector de la salida para hallar
§(s) = 07 (s)K(s), (4.45)
en donde la funcién de transferencia buscada es
G(s) =07 (5K, (4.46)

Al efectuar los calculos, y escribiendo abreviadamente se obtiene la funcién de transferencia
buscada.

1 (kg(M32+C1S+k1) c1s + ki ) (4.47)

Gils) = det O(s) ky(cis + k1) ms® + c15 + ky

La manera en que se obtuvo la funcion de transferencia G4(s) no es posible mas que en un
reducido niamero de casos, de por si sujetos a la limitacion de que el nimero de entradas
sea igual al ntimero de salidas. Para ilustrar las complicaciones de este punto, consideremos
ahora el problema la funcién de transferencia del mismo sistema, pero considerando en esta
ocasion el conjunto de tres variables de salida

yi(t) = z1(t), 92(t) = 22(t), ys(t) = 22(t), esdecir y(t)= ?2@) . (4.48)
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al sustituir las transformadas de Laplace de este nuevo conjunto de variables de salida en las
ecuaciones (4.40) se obtiene el sistema de dos ecuaciones algebraicas en las tres incognitas

71(s), J2(s) ¥ ys(s) como sigue

Msgs(s) + c1y3(s) — c1591(8) — k1§1(s) = Uz (s)

. ~ ’ ’ ’ g (4.49)
ms=g1(s) + c1571(s) + (k1 + k2)71(s) — c103(s) — kag2(s) = kaua(s)

ecuaciones que pueden expresarse con ayuda de vectores y matrices
(01 i1 (s)

U(s)y(s) = Ka(s). (4.51)

&
N
N
»w O
NN

—(cls—i—kl) k1 Ms+ cq
ms2 4+ c1s+ ki + ko —c1 kq 7
73 (s)

que, de manera compacta puede escribirse como

A diferencia del ejemplo anterior, no resulta posible invertir la matriz ¥(s) para resolver este
sistema, ya que ni siquiera se trata de una matriz cuadrada. Una solucién a este problema
consiste en despejar una de las incégnitas, digamos g2(s) de una de las ecuaciones (4.49)
y sustituirla en la restante. Esto producira como resultado una sola ecuacién con las dos
incognitas 71(s) y g3(s). Aplicando la propiedad de superposicion se puede hallar §; si se
hace arbitrariamente §3(s) = 0 y posteriormente, haciendo 7;(s) = 0 se puede despejar
73(s) en términos de 1(s) y @a(s). Esto permite, a su vez, obtener la variable de salida
restante g2 (s). Este procedimiento algebraico resulta engorroso y los pasos especificos varian
en cada caso, sin proporcionar informaciéon adicional acerca de las propiedades del sistema,
razén por la cual, en general, la obtencién de la funciéon de transferencia multivariable
partiendo de las ecuaciones dinamicas.

4.5 Ejercicios

1. Hallar la transformada de Laplace de la funcién f(z) = 223 + 5.
2. Determinar la transformada de Laplace de la funcion w(t) = cos(5t).

3. Determinar la transformada de Laplace de la matriz
e 3t 1
M(t) = ( 1 T3 - (4.52)

2

d
4. Hallar la transformada de Laplace de pTe) (e3t) por dos métodos y comparar los re-
sultados

e Hallando primero la expresion para la segunda derivada de €3 y enseguida apli-
cando directamente la transformada de Laplace al resultado.

e Aplicando la férmula para la transformada de Laplace de una derivada en tér-
minos de la transformada de la funcién original.
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10.

11.

12.

Hallar la transformada de Laplace de
d3
Pl (cos(5t))
e Derivando y luego aplicando la transformada.

e Aplicando la formula para la transformada de una derivada.
Hallar la transformada de Laplace de
d
ﬁ (te )
e Derivando y luego aplicando la transformada.

e Aplicando la férmula para la transformada de una derivada.

Hallar la transformada de Laplace de
d3
pTE (tcos(2t))
e Derivando y luego aplicando la transformada.

e Aplicando la formula para la transformada de una derivada.

Hallar la transformada de Laplace de
d3
o7 (tsen(5t))
e Derivando y luego aplicando la transformada.

e Aplicando la férmula para la transformada de una derivada.

Hallar la transformada de Laplace de

d2

pTEl (e*" cos(5t))
e Derivando y luego aplicando la transformada.

e Aplicando la férmula para la transformada de una derivada

Hallar la funcion de transferencia del sistema descrito por la ecuaciéon diferencial
0.59(t) + y(t) = u(t).

Hallar la funcién de transferencia del sistema descrito porla ecuaciéon diferencial

3 dz(t)
4 dt

1

+ zz(t) = v(t)
7

Hallar la funcion de transferencia de

§(t) + 3y(t) + 5y(t) = u(t)
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

CAPITULO 4. FUNCION DE TRANSFERENCIA

Hallar la funcién de transferencia del sistema
Z(t) +22(t) + x(t) = u(t) (4.53)
Hallar la funcién de transferencia de
150(t) + 20(t) + yo(t) = 77(t)
Determinar la funcién de transferencia de
3w(t) +w(t) +w(t) = 7(t) + 4r(t)
Determinar la funcion de transferencia de
P(t) + o(t) = 7(t)
Determinar la funcion de transferencia de
@(t) + @(t) = 7(t) + 7(t)
Hallar la funcién de transferencia de
Y () +3(t) + 29(t) + y(t) = u(t)
Hallar la funcién de transferencia de
Y () +3(t) + 29(t) +y(t) = ult)
Hallar la funcién de transferencia de
Y(t) + 34(t) + 29(t) + y(t) = u(t) + 2u(t)

Hallar la funcion de transferencia de

dy(t) | dy(t) | dPy(t) | dy(t)
as S an T3 ar T

indicando los polos y ceros.

Hallar la funcion de transferencia de

0
teniendo en cuenta que d d”;((f) = z(t). Determinar los polos y los ceros. SUGEREN-

CIA. Escribir la sumatoria de manera desarrollada y después aplicar el procedimiento
habitual.
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

Hallar la funcién de transferencia de

5 2
22—k dFy(t) _ dFu(t)
P dt dtk

k=0
determinar también los polos y los ceros.

Sabiendo que los polos de una funcion de transferencia de un sistema de segundo orden
son p; = —2, po = —3, que no tiene ceros y que la ganancia es K = 5, determinar
la funcion de transferencia en forma del cociente de dos polinomios, asi como una
ecuacion diferencial que corresponda a dicho sistema.

Conociendo los polos py = =3+ j, po = =3 — j, ps = —1, los ceros z; =0, 20 = —3,
asi como la ganancia K = 1, determinar la funcién de transferencia en forma del
cociente de dos polinomios, asi como una ecuacién diferencial asociada.

Conociendo los polos p; = =2+ j, po = —2 — j, que no tiene ceros y que la ganancia
es K = 0.5, determinar la funcién de transferencia en forma del cociente de dos
polinomios, asi como una ecuacion diferencial que corresponda a dicho sistema.

Conociendo los polos p1 = =1+ j, po = —1 — j, p3 = —2, los ceros z1 =0, z5 = —%,
asi como la ganancia K = 3, determinar la funcién de transferencia en forma del
cociente de dos polinomios, asi como una ecuacién diferencial asociada.

Sabiendo que los polos son p; = —10+ 55, po = —10 — 55 y la ganancia es K = 4000,
sin ceros, determinar los valores de los pardmetros L, Ry C, tales que la ecuacién
diferencial

Li(t) + Ra(t) + Za(t) = u(t)

sea la ecuacion diferencial del sistema.

Hallar la funcién de transferencia de
G (1) + 35() + 29(8) + y(t) = a(t)

Sabiendo que los polos son p; = —6 + 507, po = —6 — 505 y la ganancia es K = 15,
sin ceros, determinar los valores de los parametros Jy, ¢1 y k1, tales que la ecuacién
diferencial

JL0(t) + c16(t) + k1 0(t) = 7(t)
sea la ecuacién diferencial del sistema.
En el sistema de dos ecuaciones diferenciales
206 (¢) + 15(0(t) — w(t)) +300(v(t) — w(t)) =0
50(t) + 15(w(t) — 0(t)) + 600w(t) = 600u(t),
considerando que la entrada es u(t), hallar cada una de las funciones de transferencia

o(s) w(s)
a(s) ¥ als)

. Hallar, en cada caso, los polos y los ceros del sistema.
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32. En el sistema de dos ecuaciones diferenciales

166(t) + G(é(t) —¢(t) + 40(9( )=o) =0
G(t) +6(p(t) — 6(t)) + 100(t) = 1007 (),

considerando que la entrada es u(t), hallar cada una de las funciones de transferencia
b(s)  @(s)

a(s) ¥ as)

33. Dado el sistema

Hallar, en cada caso, los polos y los ceros del sistema.

Y (t) +49(t) + 3y(t) + y(t) = ult) + 2u(t) — v(t) (4.54)
hallar la funcion de transferencia

a) De la entrada u a la salida y.

b) De la entrada v a la salida y.

34. Dado el sistema
T(t) + 3%(t) + 24(t) + bz (t) = w(t) + 2w(t) — 32(¢) + 2(t) (4.55)
hallar

a) De la entrada w a la salida x.

b) De la entrada z a la salida z.

35. Dado el sistema

6(t) +6(t) + 50(t) = $(t) + 2&(t) — 30 (t) + n(t) (4.56)
hallar

a) De la entrada ¢ a la salida 6.
b) De la entrada & a la salida 6.
¢) De la entrada 7 a la salida 6.

4.6 Notas y referencias

La funcién de transferencia ha sido durante mucho tiempo el enfoque fundamental de-
bido a su accesibilidad [Ogata, 1987|. Las propiedades de sistemas modelados de esta
manera se discuten ampliamente en obras dedicadas al control automatico [Nise, 2011]
[Franklin et al., 2002] [Goodwin et al., 2001] e incluso [Woods and Lawrence, 1997]. Una
referencia inapreciable para quien busca tener un habilidad operacional es [Spiegel, 1999],
mientras que un analisis mas profundo se detalla en [Doetsch, 1974].



Capitulo 5

Modelos en el espacio de estados

Do not be afraid to skip equations (I do this frequently myself)*
~ROGER PENROSE

5.1 Generalidades sobre el espacio de estados

La nocién de espacio de estados permite introducir al anélisis de sistemas dindmicos de
control la riqueza de conceptos geométricos en varias dimensiones. El uso de la funcién
de transferencia fue extendiendo sus alcances hasta incluir la descripciéon de sistemas con
varias entradas y varias salidas, no obstante lo cual, no resultaba el medio idéneo para tales
sistemas.

Definicion 7 Se define estado de un sistema como la cantidad minima de informacion
requerida en un instante determinado para que, conociendo la entrada a partir de ese ins-
tante, se pueda determinar la salida en cualquier instante posterior.

La nocién de informacion minima, puede no ser de inmediato asimilable si no se recurre a la
teoria de las ecuaciones diferenciales. Al respecto, considérese esta situacion: para resolver
una ecuacion diferencial de segundo orden

2(t) + y(t) +y(t) = u(t), (5.1)

hace falta especificar, ademas de la funcién de entrada w(t), el valor inicial, es decir, cuan-
do t = 0, de la funcién incognita y(t), asi como de su primera derivada, y(t), es decir,
simbolicamente

y(0) =yo, 9(0) = go. (5.2)

Llevando maés alla este concepto, podemos escribir, en lugar del sistema original (5.1), un
sistema equivalente que consta tnicamente de ecuaciones diferenciales de primer orden.
Para ello, el primer paso es seleccionar las variables de ese nuevo sistema equivalente, las
cuales se llamaran wvariables de estado. Como variables de estado es posible seleccionar

LRoger Penrose (1931-). Célebre fisico, matematico y filosofo inglés. Doctorado honoris causa por el
CINVESTAV (2015).
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dos variables cualesquiera, siempre que sean linealmente independientes y que exista una
transformacién uno a uno entre cada solucién del sistema original y cada solucién del
nuevo sistema, ademés de que dicha transformacion debera preservar la continuidad y la
diferenciabilidad. Para mantener el procedimiento lo més sencillo posible, efectuamos la
siguiente eleccion

1 (t) = y(t)
za(t) = y(t).
Una vez efectuada la seleccion de las variables de estado, es necesario expresar el sistema

equivalente de ecuaciones diferenciales de primer orden, lo cual se logra derivando miembro
a miembro cada una de las identidades (5.3):

(5.3)

1(t) = y(t)

dichas derivadas deben estar expresadas en términos de las variables de estado, asi que
es necesario escribir (5.4) en términos de z1(t), z1(¢) y u(t), con ayuda de la informacion
proporcionada de manera directa por la definicion de las variables de estado (5.3), asf como
despejando 2(t) = §j(t) de la ecuacion diferencial original (5.2), lo que genera el resultado

i‘l (t) = T2 (t)
1 1 1 (5.5)

ig(t) = —§$1(t) — 5,’1}2@) + §’u(t)

(5.4)

El sistema de ecuaciones anterior se puede escribir de manera més compacta a través de
una serie de pasos que comienzan por definir el vector de estados:

1(t)
t) = 5.6
o) = (24 ) (5:6)
aplicando la definicién de derivada de un vector, se obtiene el vector de derivadas o derivada
(con respecto al tiempo) del vector de estados

#(t) = ( 28 ) . (5.7)

Con esta notacién en mente, es posible escribir el modelo en variables de estado como

La ecuacion se puede abreviar de la siguiente manera

i(t) = Ax(t) + Bul(t), (5.9)
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donde las matrices involucradas son

(1) o (1)

Para completar el modelo en variables de estado, es necesario indicar la ecuaciéon de salida.
La idea del modelo en variables de estado incluye la descripcién de un vector que depende
tanto de las variables de estado como de las variables de entrada. Si en este ejemplo esco-
gemos como salida a la misma funcion incognita, tal y como lo hariamos bajo el enfoque
de la funcién de transferencia tenemos

y(t) =z (t) =1-21(t) +0-29(t) = (1 0) ( 1 (t) > (5.11)

T2 (t)

es decir
y =Cuz, (5.12)

donde las componentes de la matriz C son los coeficientes de las variables de estado en la
ecuacion de la salida
C=(10). (5.13)

En ocasiones puede también presentarse el caso en el cual la funcién incognita y/o alguna
de sus derivadas no aparezcan explicitamente en la ecuaciéon diferencial. En esos casos el
procedimiento para obtener el modelo en variables de estado no difiere sustancialmente de
lo descrito. Por ejemplo, para obtener el modelo en variables de estado del sistema

wV) (1) + 3 (t) = u, con la salida y(t) = w(t), (5.14)
seleccionamos las variables de estado como sigue
r1(t) = w(t), w2(t) =w(t), ws(t) =w(t), wa(t)=w(t), (5.15)

de esta manera el conjunto de ecuaciones de estado es

1 (t) = 22(t)
to(t) = t
9.02( ) = x3(t) (5.16)
3(t) = 24(t)
24(t) = —3z3(t) + u(t),
de esta forma, el modelo en variables de estado se expresa como
&(t) = Ax(t) + Bu(t) (ecuacion de estado) (5.17)
y(t) = Cz(t)  (ecuacion de la salida), '
en donde
01 0 0 0
00 1 0 0
A=l oo o 11 B=|o| ¢=(1 00 0). (5.18)
00 =3 0 1
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También es posible el caso de que, en una cierta ecuacion diferencial, no aparezcan explici-
tamente las variables de estado, sino que la ecuacién esté expresada tinicamente en términos
de las derivadas de mas alto orden. Esto no constituye ninguna excepcion al procedimiento
descrito lineas arriba, tal y como se muestra en el siguiente ejemplo. Considérese la ecuacién
diferencial de quinto orden

d®0(t)

dtd

Por lo tanto se deben selecccionar cinco variables de estado

= u(t). (5.19)

pi(t) = 0(t), w2(t) =0(t), w3(t) =0(t), 24(5) =0(t), xs5(t)=0""(t)  (5.20)

asi que las primeras cuatro ecuaciones de estado se determinan derivando miembro a miem-
bro, las respectivas cuatro primeras expresiones para las variables de estado, mientras que
la ultima de ellas se obtiene despejando (5.19), de esta manera, las ecuaciones de estado
resultan

#1(t) = 0(t) = w2(t)

io(t) = f’):@ = z3(t)

is(t) = 0(t) = za(t) (5.21)
iy (t) = 09V (t) = 25(t)

i5(t) = u(t).

De manera que las matrices del modelo en variables de estado tienen la forma

01000 0
00100 0

A=loo0oo0o 10 |,B=|0],c=(10000). (5.22)
00001 0
00000 1

El modelo en variables de estado de un circuito RLC serie, considerando como variables
de estado z1(t) = q(t) y x1(t) = i(t) entrada al voltaje aplicado u(t) y como salida a la
carga en el capacitor, es

) utt

8
=
N~—

I
/N
=]
Q‘“

l —
=y
N~

8
—~
=

+
/N
M- o

(5.23)

(1 0)a().

El diagrama para efectuar la simuacion empleando xcos se muestra en la figura 38 (para
mas detalles, consultar el capitulo 7).

y(t)
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B Scilab Multiple Values Request“

B Setcontinuous linear system parameters

A matrix [0 1;-1/0*C) R
B matrix [0; 1A]

€ matrix [1 0]

D matrix [0}

Initial state [0; 0]

oK Cancel

Figura 38: Modelo del circuito RLC en el espacio de estados usando xcos.

5.2 Solucién analitica de la ecuacion de estado
Considérese un modelo en el espacio de estados de un sistema lineal invariante en el tiempo

z(t) = Az(t) + Bu(t), t>0, x(0) =z (5.24)
y(t) = Cx(t) + Du(t) (5.25)

donde z(t) € R™, y(t) € RP, u(t) € R™, y las matrices A, B, C, y D tienen dimensiones
compatibles: A € R"*" B € R"*™ (C € RP*" y D € RP*™. Aun cuando la simulacion
digital es la herramienta por excelencia, conocer la manera de obtener la solucién analitica
resulta importante cuando las consideraciones teéricas toman un papel importante, como
en el caso de diseno de controladores por medio de retroalimentacién de estado.

El primer paso para obtener la solucion de (5.24) consiste en premultiplicar ambos miem-
bros de dicha ecuacién por la matriz exponencial e~4*, para luego aplicar la regla de
multiplicaciéon del producto de las funciones e~ y x(t).

(5.26)

integrando desde t = 0, hasta t = T y posteriormente multiplicando ambos miembros de
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la ecuacion que resulta por eA”

T
e ATx(T) — e=*02(0) = / e M Bu(t) dt
0
T
e ATa(T) = e=402(0) —I—/ e At Bu(t) dt
0
T
eATe ATy (T) = eAT I2(0) + eAT/ e~ Bu(t) dt (5.27)
0
T
z(T) = e*'z(0) + eAT/ e At Bu(t) dt
0

T
z(T) = eAT2(0) + / AT =0 Bu(t) dt
0

Cambiando de variable de integracion y abreviando z(0) = xg, se obtiene la féormula para
la solucién de la ecuacion de estado.

t
x(t) = eag —|—/ e=D4By(9)dl, t>0. (5.28)
0

Un aspecto que resulta fundamental en la obtencion en la solucién de la ecuaciéon de estado
es la matriz exponencial e*=94 asi que se detallara brevemente, (para mayores detalles,
consultar las referencias indicadas al final del capitulo). Puede demostrarse que la funcion

exponencial e satisface
et = (1) 1(0), (5.29)

donde ®(t) es una matriz cuadrada formada con las exponenciales de los valores propios
A1, A2, ..., Ay v con los respectivos vectores propios vy, vs, ..., v,. Supongamos ahora que
la matriz A es diagonalizable, lo cual es posible en el caso de que tenga valores propios
distintos

O(t) = ( Moy eMluy ... ety ), (5.30)
en todo caso, si los vectores propios vy, v, ...,v, son linealmente independientes, la co-
At Aot Ant

lumnas de la matriz ®(¢) son e*tvy, ey, ... e
cuando resulta necesario se emplea la notaciéon

V. NOTA. Para facilitar la expresion,

el = exp(At). (5.31)

EJEMPLO. Considérese el modelo en variables de estado del circuito RLC serie, considerando
como variables de estado a la carga en el capacitor ¢(t), asi como la corriente i(t), ecuacion
(38), con los siguientes valores: R=300 Ohms, L=80 mH y C=90 uf. La ecuacién de estado
es, después de sustituir valores numéricos

a(t) = ( —138288.89 —31750 )x(t) + ( 120.5 )“(t)' (5.32)

los valores propios (que se pueden obtener, junto con los vectores propios, utilizando el
comando spec de scilab ) son A\; = —37.41, Ay = —3712.6, a partir de los cuales se



5.2. SOLUCION ANALITICA DE LA ECUACION DE ESTADO 115
pueden encontrar los vectores propios
0.0267 —0.0002694
v ( —0.9996 ) V2= ( 1.0000 ) (5:33)
la matriz fundamental es, de acuerdo con la ecuacion (5.30)

0.0267211e~37-41"  0.000269¢ 37126t
o(t) = ( —0.9996429¢ 3741t 1.00000e—3712:6t | > (5.34)

ademés
@_1(0) = ( V1 V2 )_1

[ 0.0267211 —0.0002694 !
B 0.9996 1.0000

37.8046 0.0102
37.7911 1.0102

(5.35)

asi que, después de sustituir en las ecuaciones (5.29) y (5.30) se obtiene la matriz exponen-
cial

At ( 0.0267 =374t 2 69 x 1043712 ) ( 37.8 0.01102 )

— | —0.999¢ 73741t 1. 0p0e— 3712 37.69  1.0102
B ( 1.01e73741 42,69 . 107437120 2,94 107137410 12,71 . 10~ 4e~3712¢ >

T\ —37.79e7 374t 4 37,79 3712t —0.011e7374 +1.0102¢ 3712
(5.36)
Notese que
. at_ (00
i e = < 0 0 ) (5.37)

esto no es casualidad y se debe al hecho de que los valores propios tienen parte real es-
trictamente negativa. El integrando involucrado en la obtencién de la ecuacion de estado
(5.28) es

- 0.00368¢37-41(t=9) 1 0, 0034¢—3712(:=0)
I Bu() = < —0.1377e3741(t=0) 1 12 63e—3712(t—0) u(0), (5.38)
de manera que la solucién de la ecuacion de estado, segtn la ecuacion (5.28), es
0 t
z(t) _eXp( —138888.80¢ —3750¢ ) x(0)
(5.39)

t —37.41(t—0) —3712(t—0)
0.00368e + 0.0034e
+ /0 ( —0. 13776—37.41(t—9) +12. 636_3712("‘_9) ) ’LL(H) de.

Para describir més detalladamente y obtener una expresion méas explicita de la solucion,
es necesario conocer los valores de las condiciones iniciales, asi como la funcion wu(t). Su-
pongamos, por ejemplo, que los valores iniciales, tanto de la carga del capacitor como de
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la corriente del circuito, son nulos: z1(0) = ¢(0) = 0y 22(0) = i(0) = 0, y que la funcion
de entrada es la funcién escalén unitario:

0, si t<0,
“(t){ 1, si t>0. (5.40)

De esta forma, la solucion de este ejemplo, dada por la ecuacion (5.39) es

t —37.41(t—0) —3712(t—0)
. 0.00368e + 0.0034e
=) /0 ( —0.1377e=37-41(=0) 4 12 3¢~ 3712(1=0) )“(9)‘”

. (5.41)
9.84 x 1073 3741(t=0) 4 g 5 107 —3712(t=0)
T\ 23.68 x 1073 3741(t=0) | 3 4 x 10~ 3e—3712(t=0) o
al efectuar las operaciones indicadas se obtiene la solucion
[ 9.84x1073(1 — e 3TAM) £ 9 x 1077(1 — e 3712Y)
$(t) - ( *368 % 1073(1 _ 6737.41t) + 34 X 1073(1 o 67371275) (542)

El interés en la construccion de la solucion de la ecuaciéon de estado no reside en la obtencion
de los valores numéricos de las soluciones, sino en la informacién cualitativa que brindan
acerca del comportamiento dindmico de los sistema. Las soluciones numéricas son suscep-
tibles de obtenerse por medio de una gran variedad de prgramas de computo actualmente
disponibles.

5.3 Funcién de transferencia a partir de variables de es-
tado

La definiciéon de funcién de transferencia parece sugerir que solamente es posible expresar
funciones de transferencia para sistemas con una sola entrada y una sola salida (SISO, siglas
de single input-single output), pero una revision del concepto de cociente, permite precisar
que en la relacion entre la entrada @(s) y la salida §(s), de un sistema con la funcion de
transferencia G(s), es decir

y(s) = G(s)u(s), (5.43)

tanto la entrada como la salida pueden ser no solamente funciones escalares, sino también
vectores que tienen como componentes a las trasnformadas de Laplace de las componentes
de la entrada u(t) y la salida y(t), el tinico requisito adicional que se debe cumplir es que
la funcién de transferencia sea una matriz en la que el namero de filas sea igual al nimero
de salidas del sistema y el nimero de columnas sea igual al nimero de componentes del
vector de entradas. Entonces la funcion de transferencia es una matriz

Gll(S) Glg(s) e Glm(s)

Ggl(s) GQQ(S) e Ggm(s)

G(s) = (5.44)

Gor(s) Gpals) - Gom(s)
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Cada una de las componentes de la funcion de transferencia tiene un significado preciso:
parai=1,2,...,py j =1,2,...,m, la componente G;;(s) es la funcion de transferencia
de la j-ésima entrada a la i-ésima salida, es decir

Gij(s) = %/Z(s) , es decir g;(s) = G,;(s)u;(s). (5.45)
u;(s)

Puesto que se trata de una funciéon de transferencia de un sistema de orden n, la funcién
Gi;(s) es una expresion racional que tiene un polinomio de orden n en denominador, di-
gamos d;;(s) y un polinomio de orden no mayor a n en el numerador, digamos n;;(s); es
posible, sin embargo, que exista cancelaciéon de polos y ceros entre el denominador y el
numerador, dando como resultado un polinomio de grado menor que n en el denominador.
De esta forma la funcién de transferencia de un sistema de varias entradas y varias salidas
(MIMO, por multiple input-multiple output), puede expresarse, de manera general como
una funcion racional

di1(s)  diz2(s) dlnrés)
n21(s)  n22(s) n2m(S)
G(s) _ d21(s)  da2(s) . d277.1(s) . (5.46)
np1(s) np2(s) L Npm (8)
dp1 (s) dp2 (s) den(S)

En principio, se puede obtener cada componente de (5.46) aplicando la transformada de
Laplace y despejando la salida §;(s) en términos de las entradas (s), ta(s),. .. Umn(s),
agrupando los coeficientes que tienen como factor comin a cada una de las entradas:

) = 210+ B2y oo 2B ), imn2p )

Existe una alternativa elegante cuando se conoce la ecuacién de estado. En primer lugar se
obtiene la transformada de Laplace de las ecuaciones (5.24) y (5.25)

sz(s) — x(0) = AZ(s) + Bu(s) (5.48)
g(s) = Cz(s) + Du(s). (5.49)

La ecuaciéon (5.48) involucra a la entrada @(s), pero no a la salida §(s), mientras que la
ecuacion (5.49) involucra a la salida solamente, pero no a la entrada, de manera que es

necesario utilizar ambas ecuaciones. Manipulando la primera de estas ecuaciones se obtiene
sl — A)x(s) = xo + Bu(s),
1 = A)als) =0+ Buls). 550
Z(s) = (sI — A)~'(zo + Ba(s)),

tratandose de obtener la funcion de transferencia, xy = 0 por definicién. Por ello, la trans-
formada de Laplace del vector de estado cuando las condiciones iniciales son nulas es

#(s) = (sI — A) "' Bi(s) (5.51)
sustituyendo (5.51) en (5.49) se tiene

j(s) = [C(sI — A) ™' B+ D]a(s), (5.52)
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comunmente, los sistemas no exhiben influencia directa de la entrada sobre la salida, la
forma general (5.49) ocurre generalmente cuando se ha obtenido un modelo en variables de
estado a partir de la realizacion de una funcién de transferencia. Por lo tanto es conveniente
suponer que la matriz D = 0, por lo tanto

j(s) = C(sI — A) "' Bs), (5.53)
en pocas palabras, la funciéon de transferencia es
G(s) = C(sI — A)"'B. (5.54)
En el proceso de obtener (5.54) aparecio el factor
(sT—A)7", (5.55)

el cual es una matriz cuadrada de n X n y tiene importancia en si misma, ya que es posible
probar que la matriz exponencial se obtiene a partir de ella por medio de la transformaciéon
inversa de Laplace

e {(s1 =) = et (5.56)
Otras propiedades de la matriz exponencial son

e Si las matrices cuadradas del mismo orden A y B son tales que AB = BA, entonces
et(AtB) — etAetB para todo t € R.

e La matriz exponencial ¢4 es no singular para cada t, y (e?)~! = e7t4.

e Si S es una matriz no singular, entonces S~letAS = €57 AS) para todo t. Mas
propiedades, aplicaciones y métodos para obtenerla, se pueden hallar en las referencias
al final del capitulo.

5.4 Linealizacién de modelos en el espacio de estados

Los conceptos de estado, variables de estado y ecuaciones de estado son bastante amplios
y no se limitan a los sistemas lineales invariantes en el tiempo. Es posible obtener modelos
implicitos de sistemas no lineales, de la forma general

P1 (IL‘, T, u) =0
...... (5.57)
@n('xa xz, U) = 07
0, de manera abreviada en forma de ecuacién vectorial de variable vectorial
ez, u) =0, (5.58)
La cual se puede despejar para obtener
jfl = fl(wl,...7xn,u1,...,um)
...... (5.59)

i:n = fn(xlv"'7xn;ula"'7um)7
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0, en forma de ecuacién vectorial, como
= f(z,u,t) (5.60)

en el analisis del sistema no lineal (5.60) juega un papel clave la nocion de puntos de equi-
librio, puntos de reposo (a veces, también conocidos como punto singulares o puntos fijos,
pero estos dos términos propician confusiones). Se trata de puntos z* = (a7, x5, ..., 25)T
en el espacio de estados en los cuales las derivadas de las variables de estado se hacen cero.

filet, .ok ur, . ) =0
=0, esdecir f(z*,u)=0, que equivale a :
falat, .o xi ur, o ty) =0
(5.61)

Esto significa que si los valores iniciales de las variables de estado son ezxactamente las
coordenadas de un punto de equilibrio, el sistema permanecera en ese punto. Desde la pers-
pectiva del control de procesos, los puntos de equilibro estan relacionados con el concepto
puntos de operacion. La ecuacion de estado con frecuencia puede formularse acompanada
de la ecuacion de la salida o ecuacion de la observacion

y1 = h1($7 ’U,)
y = h(x,u), equivalente a (5.62)
Yp = hp(xa u)

Existen varias técnicas y enfoques para obtener un modelo linealizado. Una de ellas es la
linealizacién arpoximada basada en la serie de Taylor, la cual requiere hallar los puntos de
equilibrio. El modelo resultante es un modelo incremental.

@) = A-(x(t) —2") + B - (u(t) —u”)

. . (5.63)
y(t) =C - (x(t) — ") + D - (u(t) —u*),
en donde

oh ... Of Ofh ... 9N
oz Oxp Oouy Oum

a=| o B=| :
Ofn ... Ofn Ofn ... Ofn
oz Oxnp, T=x* ouy Oum, =1
om .. o om .. om (5.64)
Oxq Ox,, ouy OUm

C= : . D= : . :
ohy i, ohy oy
oz1 Oz, r—* Oduy Oup o

Un caso muy recurrente de linealizaciéon se da cuando la posicion de equilibrio es el origen
sin la aplicacién de ninguna entrada externa.
Considérese el ejemplo del péndulo simple,

g

o(t) + T sen (0(t)) = u(?), (5.65)
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suponiendo que se cuenta con instrumentos para medir en tiempo real tanto la posicion
como la velocidad angular.

hi=af, hy=f0. (5.66)

El modelo en variables de estado es

variables { '~ 4 ec. de estado { . ! :qx2 ec. de salida I = o
ry =0 To = —4s8eny hy = B
(5.67)

es decir

ro=( 2 )y ma=( 50 ). (5.68)

L

La aplicacion de las expresiones (5.64) conduce a la expresion

Ozo [EDY 0 1
A= 351 t 852 = ( g )
g _g
a—m(—zsenxl) a—m(—fsenxl) 4 0

x1=0,2x2=0

B G 0
- ( u(—fsenay +u) )zl_07m2_0 B ( 1 ) (5.69)

daxy daxy

oz, Oxo a 0
C = =

8frs  OPzs 0 p

Oz Oxo 21=0,29=0

El procedimiento de linealizaciéon ha permitido extender aplicar a sistemas no lineales téc-
nicas de control desarrolladas originalmente para sistemas lineales.

5.5 Ejercicios sobre variables de estado
1. Investigar el concepto de estado de un sistema desde el punto de vista

e De la mecénica clésica.
e Mecanica cuantica.

e Termodindmica.

e Ingenieria quimica.

e Electronica digital.

e Logica neumatica.

e Ingenieria de control.
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2. Hallar un modelo en variables de estado

Py

mg

Px

Figura 39: Mecanismo autoequilibrante.

del mecanismo autoequilibrante que se muestra en la figura 32, de la pagina 88. En
caso de emplear el enfoque newtoniano, auxiliarse de los diagramas de cuerpo libre
de la figura 39.

3. Hallar un modelo en variables de estado del péndulo invertido traslacional que se
muestra en la figura 33, de la pagina 91.

5.6 Notas y referencias

Un enfoque accesible sobre las variables de estado se puede hallar en [Dominguez et al., 2002].
Una obra de consulta breve, pero con una excursién por despreocupada por conceptos mas
avanzados es [Aplevich, 2000]. Entre las referencias clasicas enfocadas a un abanico amplio
de problemas de ingenieria se encuentra [Kecman, 1988]. Los textos de control automa-
tico no se conciben sin un buen repertorio acerca de los modelos en espacios de estados
[Nise, 2011], [Boukas and AL-Sunni, 2011]. El procedimiento para obtener la solucion de la
ecuacion de estado fue obtenido de [Terrel, 2009].






Capitulo 6

Analisis de la respuesta transitoria

The human brain is incapable of creating anything which is really complex.'
—ANDREY KOLMOGOROV

Al utilizar un sistema, llamese motor, componente electrénico, transistor, rodillo, etc.,
hay dos aspectos relacionados con su comportamiento, los cuales resultan ser de méaxima
importancia:

1. Saber si las variables de interés alcanzaran los valores deseados cuando el sistema ha
alcanzado el régimen de operacion. Esa situacion se describe por medio de la respuesta
estacionaria.

2. Asegurarse de que, en el lapso de tiempo antes de alcanzar la respuesta estacionaria,
los valores de las salidas varien de una manera que no provoque efectos secundarios
indeseables, cualquiera que sea su duraciéon. Ademas, es deseable que la respuesta
estacionaria se alcance lo antes posible. Los fenémenos que ocurren en dicho lapso de
tiempo, se denominan respuesta transitoria.

Las ecuaciones diferenciales que modelan los sistemas lineales invariantes en el tiempo
tienen la forma general

dmy(t drty(t dy(t

D g

en donde el miembro derecho u(t) es una funcion que puede ser el resultado de la suma de
varios términos, casi tan complicada como se desee, incluso puede ser discontinua, el tnico
requisito que se impondré sera la existencia de su transformada de Laplace. La ecuacién
homegénea asociada con (6.1) es la ecuacion que se obtiene considerando u(t) = 0. La
solucion general de la ecuacion diferencial lineal no homogénea (6.1) puede considerarse

como la suma de dos términos

=+ O‘ny(t) = u(t)7 (61)

y(t) = yn(t) + ye(t) (6.2)

1 Andrey Kolmogorov (1903-1987). Matematico ruso de la era soviética. Nunca conocié a sus padres y fue
educado por su familia materna; llegb con el tiempo a ser considerado el matemético ruso mas destacado
del siglo XX. Formalizo6 las bases de la teoria de la probabilidad mediante los axiomas que ahora llevan su
nombre y formulé un concepto sélido de complejidad.

123
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e RESPUESTA NATURAL O RESPUESTA LIBRE, yy(¢). La solucion de la ecuaciéon homo-
génea esté asociada mayormente con la respuesta transitoria, su valor depende de las
n condiciones iniciales

d"'y(t)

y(0) = y(limy, ¥ O == 0 O = 5 (63)
t=0 t=0

asimismo, sus caracteristicas dindmicas estdn asociadas con la ubicacién de los polos
en el plano complejo.

e RESPUESTA FORZADA, y.(t). La solucién que corresponde a la excitacion externa o
entrada, esta caracterizada por el hecho de que depende de la funcion de la entrada

u(t).

El sistema descrito por la ecuacion (6.1) se considera estable cuando
tlggo yn(t) =0, (6.4)

para cualesquiera condiciones iniciales (6.3). En el caso de los sistemas lineales, existe un
lapso de tiempo a partir del cual puede considerarse, para todos los efectos practicos, que
la respuesta natural alcanza permanentemente el 0. Ese valor se encuentra estrechamente
relacionado con los polos del sistema y es facil de estimar directamente a partir de los
coeficientes en los sistemas de primero y segundo orden. Se dice que la solucién ha alcanzado
su régimen estacionario cuando la componente libre se ha extinguido.

Definicion 8 La respuesta transitoria es la respuesta y(t) del sistema (6.1) a la entrada
u(t), durante el lapso comprendido entre t = 0 y el instante en el cual el sistema alcanza
el régimen estacionario.

6.1 Respuesta transitoria de sistemas de primer orden

La funcion de transferencia de un sistema de primer orden representado por la ecuacién

diferencial
dz(t)

dt

donde aga; > 0y 5 # 0. Aplicando la transformada de Laplace ambos miembros de la
ecuacion y considerando z(0) = 0, (6.5) se obtiene

L {aomc(l? —+ 04137(t>} = L{Bu(t)}
apsZ(s) + a1Z(s) = Bu(

(aos + aq)Z(s) = Pu(s)

(s) = Tsjj— 1

ao + arz(t) = PBu(t) (6.5)

IS

A la funcién de transferencia

A
s+ 1’
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Figura 40: Circuito de carga y descarga de una lampara flash.

le denominaremos forma estindar o forma normalizada de la funcién de transferencia de
primer orden. Noétese que el término independiente en el denominador es igual a la unidad.
La constante en el numerador A = aﬁl # 0 se denomina ganancia, y el coeficiente del
término de primer grado, es decir 7 = 5% > 0, en el denominador se denomina constante
de tiempo y tiene un papel fundamental en la descripciéon de la respuesta transitoria.

La figura 40 muestra el diagrama esquemaético del circuito de carga y descarga de la lampara
de destellos o flash que poseen algunas camaras fotograficas. Basicamente consta de una
bateria la cual, mientras se encuentre debidamente cargada, puede considerarse como una
fuente de voltaje ideal, asi como de un interruptor conmutador ideal que puede encontrarse
en dos posiciones: la posicion 1 carga el capacitor, y la posicion 2 de descarga. La resistencia
del lado derecho representa la resistencia de una lampara elaborada de un material que
transforma gran cantidad de la energia en forma de rayos luminosos, Ry << R;. El voltaje
de la bateria, junto con la posicion del interruptor determinan la entrada u(t) aplicada al
circuito cuando se efectia la carga. La ecuacion diferencial del circuito durante la etapa de
carga es

dg(t) 1

R=L2 4 Za(t) = u(t). (6.8)

Considerando que el capacitor se encuentre inicialmente descargado y el conmutador se
cierre abruptamente en la posiciéon 1 cuando ¢ = 0, aplicando, por consiguiente, el voltaje
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constante ug a partir de dicho instante, se puede modelar u(t) como una funcion escaléon

0, si t<0
u(t) = { ug, si t>0 (6.9)

Bajo las condiciones indicadas, la ecuacion diferencial tiene la solucion
q(t) = Cug(1 — e~ 7o), (6.10)

la cual representa una curva exponencial que inicia en el origen y que conforme transcurre
el tiempo crece monoténicamente, alcanzando valores cada vez mayores hasta llegar al valor
estacionario

(ss = tllg.lo q(t) = CUQ. (611)
En el proceso de carga del capactior, es de maximo interés conocer qué tan rapido es posible
garantizar que ocurra la carga completa. En este sentido, la ecuaciéon (6.11), atin cuando
establece que el valor estacionario Cuy depende del voltaje aplicado y de la capacitancia, no
proporciona por si sola informaciéon que resulte completamente satisfactoria desde el punto
de vista préactico. Para ello es indispensable explorar con mayor detenimiento la solucién
(6.10), en la cual el parametro RC' juega un papel explicativo crucial. Calculemos el valor
de ¢(t) en distintos instantes

t=RC, t=2RC, t=3RC, t=4RC, t=5RC, t=G6RC, (6.12)

en funcién de Cug. Los resultados son ilustrativos. Después de sustituir en cada caso el
respectivo valor de t y simplificar algebraicamente, queda una funcién exponencial con un
valor numeérico bien definido

q(RC) = Cup(1 — e 1) = 0.6321Cuy,
q(2RC) = Cug(1 — e™2) = 0.8447Cuy,
q(3RC) = Cug(1 — e™3) = 0.9502Cuy, (6.13)
q(4RC) = Cug(1 — e™*) = 0.9817Cuq, '
q(5RC) = Cug(1 — e™°) = 0.9933Cuy,
q(6RC) = Cug(1 — e~ %) = 0.9975Cuq.

Comparando (6.5) con (6.10), la constante de tiempo en este ejemplo es 7 = RC'y de (6.13)
se concluye que, cuando ha transcurrido un periodo de tiempo igual a dicha constante de
tiempo, la carga ha alcanzado el 63.21 % de su valor estacionario, mientras que cuando
ha transcurrido el quintuple de ese lapso, la carga alcanzé el 99.33 % de dicho valor. En
realidad, esta situacion no es exclusiva de un circuito RC serie, puesto que, cuando x(0) = 0
y la entrada es la funcion escalon unitario, la solucion de (6.5) puede escribirse como

a(t) = A(1 — e~ 7). (6.14)

La discusion anterior sugiere una definicion de constante de tiempo en relaciéon con el papel
que juega en la respuesta del sistema.
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Figura 41: Respuesta al escalon (izq.) y respuesta al impulso (der.) de un sistema de primer
orden.

Definiciéon 9 La constante de tiempo del sistema de primer orden (6.5) es el tiempo que
tarda la respuesta del sistema en llegar al 63.21 % de su valor estacionario cuando se aplica
una funcion escalon con la condicion inicial igual a cero.

En el contexto de situaciones en las cuales se requiere un analisis basado estrictamente en
las herramientas del calculo, la definicién de la constante de tiempo utilizando un ntmero
especifico, como el 63.21 %, puede resultar arbitrario, ain cuando exista de por medio una
explicacion fundamentada. Una definicion alternativa, expresada tinicamente en términos
analiticos se puede expresar a continuacién.

Definicion 10 La constante de tiempo es el inverso de la pendiente de la recta tangente
a la curva de la respuesta cuando t = 0. Es decir

1

- (dx(t)) :
dt ) li—g

En la figura 41 derecha se indica la respuesta a la funcién escalén para un sistema de
primer orden, en este ejemplo un circuito RC serie en el que la resistencia vale 100 Ohms
y la capacitancia 80 uf. Por otra parte, considerando como entrada a un impulso unitario
en el circuito RC, y tomando en cuenta que la transformada de Laplace de dicha funcién
es la unidad, £ {0(t)} = 1, se tiene que la expresion para calcular la respuesta al impulso
es

(6.15)

-1 z |
RC

En la figura 41 derecha, se muestra la grafica de la respuesta al impulso unitario para el
circuito RC. La interpretacion fisica con respecto al circuito de la figura 40 tiene que ver
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con el tiempo que dura el destello, suponiendo que el resplandor tenga la misma duraciéon
que la descarga del capacitor; en realidad dicha duracién es menor, puesto que la lampara
requiere de un umbral minimo de corriente para poder emitir un destello. Hay que tomar
en cuenta que, ademés, ain cuando se halla modelado como una resistencia, la lampara
de los destellos no es propiamente un resistor, sino que generalmente el destello se logra
por medio del paso de una descarga a través de un gas inerte. El considerar como una
resistencia a la seccién de descarga es s6lo un aproximacion conveniente.

Por otra parte, para sistemas de primer orden en general, considerando una entrada impulso
unitario y teniendo en cuenta (6.6), la respuesta al impulso del sistema de primer orden se
obtiene como la transformada inversa de la funcion de transferencia

A A _1
-1 = et .
£ {TS—I—I}_Te (6.17)

Es facil notar que el valor estacionario es cero y, de manera similar al analisis efectuado con
la respuesta al escalén, la respuesta al impulso alcanza, para todos los efectos practicos,
su valor estacionario cuando ha transcurrido un lapso igual a cinco veces la constante de
tiempo. El valor inicial de la respuesta al impulso es

A (6.18)

=

tal como se ilustra en la figura 41.

6.2 Respuesta transitoria de un sistema de segundo or-
den

Un sistema cuyo comportamiento se encuentra regido por la ecuacion diferencial de segundo

orden Pt s
dﬁg ) e ”;(t) + anz(t) = Bult) (6.19)

Qo

donde
ag>0,a0 > 0,00 >0y B8 #0, (6.20)

tiene una funcién de transferencia que puede expresarse como

K

- 6.21
52 + 2wy s + w? ( )

las constantes involucradas son la ganancia K, el factor de amortiguamiento o razén de
amortiguamiento ¢, asi como la frecuencia natural wy,. Los nombres empleados para los
parametros ( y w, tienen su origen en el estudio de las vibraciones mecanicas, en las que
una ecuacion de la forma (6.19) describe las oscilaciones mecanicas locales en un sistema de
un grado de libertad. Sin embargo, el uso de la forma (6.21) se ha extendido para describir
una gran variedad de sistemas dinamicos de distinta naturaleza fisica, los cuales inicamente
tienen en comin que se pueden describir por medio de una ecuaciéon de segundo orden de
la forma (6.19). En particular, el parametro ¢ permite describir diferencias cualitativas
en la respuesta dinamica, atin antes de llevar a cabo la simulaciéon. Esta caracteristica es
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Figura 42: Grafica de la respuesta de un sistema sobreamortiguado con ¢ = 1.06.

fundamental en procesos como el diseno de sistemas de amortiguamiento de impacto y de
vibraciones, asi como el diseno de filtros activos empleando amplificadores operacionales.
Es importante notar que la descripcion de la funcion de transferencia, asi como los anéalisis
que siguen solamente son validos para sistemas de segundo orden que cumplen con las
condiciones (6.20), ya que se trata de condiciones que aseguran la estabilidad (estabilidad
marginal en el caso de que a; = 0).

6.2.1 Respuesta a la funcién impulso y a la funcién escalén

En la discusion que sigue, se supondré, por simplicidad y sin pérdida de generalidad, que
las condiciones iniciales son cero. Esto no afecta cualitativamente los resultados que se
discuten.

Caso sobreamortiguado: ¢ > 1

En este caso, la respuesta a una entrada escalén es un curva que describe a una funcién mo-
noténicamente creciente, ver figura 42. La razon de este comportamiento se puede explicar
al analizar la solucién analitica de la ecuacion diferencial

§(t) + 2Cwny(t) + wiy(t) = Kul(t), (6.22)
donde u(t) es la funciéon escaléon unitario. La transformada de Laplace de la respuesta es

1 K

U = 2
i) =3 ST (6.23)



130 CAPITULO 6. ANALISIS DE LA RESPUESTA TRANSITORIA

La solucion se puede encontrar por el método de fracciones parciales, para lo cual es nece-
sario hallar las raices del denominador

_ =20wn + /4ACPwE — dw?

D1 = —Cwp +2wp/C2 -1
) i i (6.24)
— _|_ —
p2 — gwn 2< Wn UJn — _Cwn _ an /CQ _ 1

Debido a la condicién ¢ > 1, la cantidad bajo el signo del radical positiva, puesto que
¢? > 1. Como consecuencia de ello, las raices p; v p» son nimeros negativos distintos. El
denominador se puede factorizar y enseguida efectuar el desarrollo en fracciones parciales

K

y(s) = o P p—"
_ K
(5 Cw — wn/C = 1)(5 4 w4 wn /2 — 1) (6.25)
4 B C

==+ + ,
5 s+ Cwn —wp /=1 s+ Cw, +wpy/C2—1

donde A, By C son coeficientes que se pueden determinar facilmente:

. K
A= ll_I)I(l) sy(s) = el
B = lim (s —p1)g(s) (6.26)
S—p1
C= Jm (s —p2)y(s).

Una vez que se han determinado los valores de las constantes, se obtiene la respuesta por
medio de la transformada inversa

y(t)ﬁl{A+ B ¢ }

s §—D1 §—DP2

R s

= A+ BeP*' 4 CeP?t,

Teniendo en cuenta la condicién p; < 0y ps < 0, se observa que et — 0y eP2t — 0
cuando t — 0o, por lo que la respuesta transitoria es en este caso

Yss = tlggo y(t) = A. (6.28)

Caso subamortiguado: { <1

La respuesta a la funcion escalén en el caso de sistemas subamortiguados es oscilatoria.
Para establecer esta caracteristica, de nuevo considérese la expansion en fracciones parciales
de la transformada de Laplace de la salida

A B C

y(s) = — + + 6.29
i(s) = 5 T (6.20)
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de manera similar, los polos son

—2Cwy, + \/4CPw,, — dw?

p1 = D)
(6.30)
—2Cwy, — \/4CPw, — 4w?
P2 = B)

debido a que ¢ < 1, el discriminante es negativo, asi que los polos p; y p2 son complejos
conjugados

b1 = _Cwn +jwn\/ 1- C2
P2 = —(Wp — jwny/1— <27
donde j = v/—1 representa la unidad imaginaria. La expansién en fracciones parciales se

puede llevar a cabo de la misma manera que en caso sobreamortiguado, pero considerando
que la constante a, en la transformada inversa de Laplace

ﬁl{ ! }e‘“ (6.32)

Ss—a

(6.31)

también puede ser un numero complejo. Asi pues, para simplificar las expresiones, definase

= _CWTH 6 = WnV 1- CZ’ (633)

de tal manera que los polos, de manera abreviada, son

pr=a+jB, p2=a-—js, (6.34)

tomando esta notacién en cuenta, la expansion en fraccione parciales resulta

i(5) -
Yyis) = - -
5(8*0{*]ﬂ)(8*01+j5) (6 35)
_A . B L C '
s s—a—jf s—a+jb’
a partir de lo cual la solucién se obtiene como la transformada inversa de Laplace
y(t) = L7 {j(s)} = A+ BelotiPt 1 Celemif)t (6.36)

donde A, B y C son constantes que se determinaran enseguida. Por el método de los
residuos se tiene

A:h'ms~gj(s):£2

s—0 s
o
B lim (s—a =) i(5) = —55 a0} (6.37)
K(aj— )

C= lim (s—atib) 90s) =55 2 gy
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Sustituyendo las constantes en la expresion analitica de la respuesta, se obtiene
K K j ; Kla—j .
y(t) = — — (azi—i_ji)e(aﬂﬁ)t =+ %e(a—ﬂ)t
w2 2B(a” + B?) 28(a® + 5?)

K K "
= WT% — Wea cos (t.

Sustituyendo « y S en términos de los coeficientes w, y ¢, segin la ecuacion (6.33) y
realizando las operaciones de reducciéon algebraica

y(t) K (1 et cos([wnm}t - ‘P)) a (6.39)

(6.38)

"\l

donde
¢

V1=
El primero de los términos del miembro derecho de (6.39) es un valor constante y es el
valor en estado estacionario. El segundo de los términos representa una curva senoidal
cuya amplitud se reduce conforme transcurre el tiempo. La superposicién de las graficas

constituye la respuesta total. Es facil comprobar que y(0) = 0. El resultado se puede resumir
como sigue

tan g = (6.40)

Corolario 1 La componente transitoria de la respuesta de un sistema subamortiguado de
sequndo orden, es una curva que oscila senoidalmente con amplitud decreciente en torno
al valor estacionario.

La respuesta de un sistema subamortiguado se muestra en la figura 43.

Caso criticamente amortiguado: ( =1

Cuando la razon de amortiguamiento ¢ = 1, el sistema se encuentra en el umbral de
presentar oscilaciones. Se trata de un caso limite, el cual se busca generalmente evitar.

Cancelacion de polos y ceros de un sistema de segundo orden

El fenomeno de la cancelacion de un polo con un cero ocurre cuando una funciéon de
transferencia tiene entre sus polos a un ntimero (real o complejo) que también es un cero.
En otras palabras, cuando el numerador y el denominador tienen una rafz en comun.
Considérese un sistema de segundo orden con los polos p; y p2, con el cero z = py y la
ganancia. Factorizando el numerador y el denominador, la funcién de transferencia se puede

escribir como ( ) ( )
s—z s —p1
T(s) =K =K (6.41)
(s =p1)(s — p2) (s =p1)(s — p2)
La funcién de transferencia (6.41) no esta definida para s = pj, pero se trata de una
discontinuidad aislada y removible, por lo que se puede escribir

K
T(s) = P para s # pi. (6.42)
2
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Respuesta al escalon para un sistema con polos complejos conjugados
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Figura 43: Grafica de la respuesta de un sistema subamortiguado con ( = 0.5y w,, = 1.

La representacion de la funcion (6.41) por medio de (6.42) muestra que el correspondiente
sistema, atn cuando se trata de un sistema de segundo orden posee una dindmica de un
sistema de primer orden. El fenémeno de la cancelacién implica ciertos inconvenientes que
obligan a tomar ciertas precauciones, tanto en el analisis como en el diseno de filtros y
sistemas de control; se trata de un fenémeno que produce complicaciones y, de ser posible,
se busca evitarlo. La cancelaciéon de un polo inestable es una de tales complicaciones. Para
comprenderlo con mas detalle, considérese un sistema con una funcién de transferencia

§—2
G(s) = ————, 6.43
() (s —2)(s+2) (6.43)
la cual tiene los polos p; = 2, po = —2 y el cero z = 2. El primer polo hace que el sistema

sea un sistema inestable, y sin embargo su dinamica casi en todas partes puede describirse
por la funcion de transferencia de un sistema estable de primer orden

1
G(s) = Pt (6.44)
para el cual la figura 44 (grafica indicada con el marcador ’o’) muestra la respuesta al
escalon. La estabilidad mostrada en la figura es ficticia, en el sentido que cualquier varia-
cion, por minima que sea, en los coeficientes de la funcion de transferencia, destruye esa
propiedad. Para comprender mejor esta situacion, considérese un sistema con la funcién de
transferencia

s —2.0001
H(s) = ——F——, 6.45
() (s—=2)(s+2) (6:45)
el cual es un sistema inestable sin cancelacion, debido a que sus polos son p; = 2, ps = —2,

y tiene el Gnico cero z = 2.0001. La grafica de la respuesta al escalén se muestra también en
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Respuesta, cancelacion de polos
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Figura 44: Cancelacién de polos y ceros de un sistema de segundo orden.

la figura 44 (la curva con el marcador ’*’). Ambas graficas parecen coincidir inicialmente,
pero conforme transcurre el tiempo, la gréafica del sistema sin cancelacién toma valores
negativos con un valor absoluto cada vez mayor, debido precisamente a la inestabilidad.
Ahora bien, las raices de los polinomios de grado constante son funciones continuas de los
coeficientes, por lo tanto, cualquier cambio, por minimo que sea, en uno de los coeficientes
de la funcion de transferencia de un sistema con cancelacion de un polo inestable, da como
resultado un sistema inestable sin cancelacion. Puesto que cualquier medicion esta sujeta a
incertidumbre es imposible evitar los cambios y por lo tanto lo mejor es evitar la cancelacién
de polos inestables.

6.3 Respuesta transitoria de un sistema de orden supe-
rior

Consideremos un sistema de m-ésimo orden con la entrada u(t) y la salida y(t), descrito
por la ecuacion diferencial, la cual, en general incluye derivadas de la entrada

d™u(t)

dmy(t) N d"y(t) dy(t)
dim

an T g Tty

+ any(t) = BO

o + -+ Bu(t) (6.46)
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La funcion de transferencia se puede escribir

_ BoSm + /Blsm_l + -+ Bm_15+ Bm

s +ars" T+ a1+ oay

m_ Biom—1_ B2 ... Bm-1 Bm.
50(8 +508 +ﬁ0+ + Bo s+ﬁo)

ag(s™ + Sgn—l  Q2gn=l 4. Saclg 4 On)
K s™ 4+ blsm,—l + b28m_2 4+t bm,18 + bm
s+ ars" M+ agsm 4+ - tan_1s+a,
(s—z1)(s—22)-- (5= Zm-1)(5 — 2m)

(5 7p1)(5 7p2) e (5 7pn—1)(5 - pn)
En general, los ceros 21, 22,...,2m y los polos p1,ps,...,p, son nimeros complejos (re-
cuérdese que los nimeros reales se pueden considerar como un subconjunto de los niimeros
complejos) y pueden ser repetidos. Para establecer las propiedades de la respuesta, es ne-
cesario comenzar por el caso general.

G(s)

(6.47)

6.3.1 Polos reales distintos
Polos reales distintos en ausencia de ceros

Considérese un sistema con una funcion de transferencia de orden r, en la cual el numerador
es constante y el denominador es un polinomio de r-ésimo grado.

K
G(s) = T
s +a18" "+ -+ ar—18+ ay
K
= 6.48
P0G p) (6:45)
Ay Ag A,
= =+ N
S§—=Pp1  S—P2 §—Dr
por lo tanto, la transformada de Laplace de la respuesta al impulso se puede escribir como
~ A A A A,
Bs) =Tt e (6.49)
S s—=p1 S—P2 §—DPr
aplicando la transformada inversa de Laplace
u(t) = £7 {i(s)} 650
= Ao+ ArePrt 4 AgeP?! ... 4 A, ePr? '
Las condiciones de estabilidad p; < 0,p2 <0,...,p, <0 implican que
Yss = lim = Ag. (651)

t—o0

El valor numérico de la respuesta a la funcion escaléon se puede determinar tnicamente
conociendo el valor del coeficiente Ag, siempre que todos los polos sean negativos. Para ello
basta observar la ecuacion (6.48)
K K
Ap = lim g(s) = lim = 6.52
P R s R e e R e B
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Es decir

K
Yss = (—1) ———— 6.53
( ) pip2 - DPr ( )

Este resultado se puede resumir de manera compacta

Corolario 2 La respuesta al escalon uniario del sistema (6.48), el cual tiene los polos
reales, negativos y distintos p1,pa, - .., pr, tiene un valor estacionario igual a

K
Yss = -1 — . 6.54
( ) bip2 - Pr ( )

A manera de ejemplo, considérese el sistema de tercer orden con la funciéon de transferencia

6

6.55
GrDGE13GE 1) (6:55)
tiene los polos p;1 = —1,ps = —3,p3 = —4 y la ganancia K = 5 . La respuesta al escaléon
unitario con un valor estacionario es igual a
3 5

Una vez que se conoce el valor estacionario, ahora es momento de poner atencién al compor-
tamiento transitorio. Dividiendo el numerador y el denominador de la funcién de transfe-
rencia entre el producto (—1)"p1ps - - - pr, resulta una expresion que guarda cierto parecido
con la forma estandar de los sistemas de primer orden

K
; 6.57
(ris+1)(m2s+1) - (1rs+ 1) (6:57)
en particular, cada uno de los factores del denominador (715 + 1), (T2s + 1),..., (7.8 + 1)

puede considerarse como la contribuciéon de una componente de primer orden a la respuesta
transitoria. Desarrollando la respuesta al escaléon en fracciones parciales y luego aplicando
la transformada inversa de Laplace

i(s) Ao . A n Ay T Ar

S) = — e -

Y s (mis+1)  (mes+1) (rrs+1) (6.58)
L 1 1

y(t) = Ag + ;116_ ot + AQe_Et 4+ 4 Areffrt

Por conveniencia, podemos llamar a los ntimeros positivos

1 1 1
TnT=——T2=——,...,Tp = —— (659)
P1 D2 Dr

las constantes de tiempo del sistema de orden r. A pesar de que no tienen una interpreta-
cion tan directa como en el caso de los sistemas de primer orden, son pardmetros impor-
tantes en la respuesta transitoria. En primer lugar, sirven para determinar los coeficientes
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Ay, As, ..., A, com sigue

Ag = lim y(s);

5— 00

A= lim (ms+1)g(s)
s—— L

T (6.60)

Sin pérdida de generalidad, se puede suponer que se han enlistado las constantes de tiempo
en orden decreciente 71 > 75 > --- > 7. > 0. De acuerdo con el analisis de la respuesta
transitoria de sistemas de primer orden, conforme mayor sea la constante de tiempo, mds

lenta es la respuesta, esto quiere decir que la componente Aje” 7! tarda més en decaer
al cero, y por lo tanto su efecto perdura durante un lapso mayor de tiempo, por esa
razén a veces se le denomina constante de tiempo dominante. La constante de tiempo
dominante 71 permite estimar el tiempo en el cual el sistema alcanzara su valor estacionario:
el analisis de la respuesta de un sistema de primer orden indica que esto ocurrird cuando
haya transcurrido un lapso de tiempo de aproximadamente 577. En el sistema considerado
anteriormente 7, = 1,75 = 0.33,73 = 0.25, ademéas los parametros de la respuesta se
determinan a partir de la discusién anterior

A; = lim 6 = 6 =-1
PSS ts(s+ D) (s+3)(s+4)  (—1)(-1+3)(-1+4)
. 6 6
Ay = 1 = =1 61
2 O T D13+ d) (3 (3+1)(3+4) (6.61)
. 6 6
As = I = = —0.5
ST s+ D)5 +3)(s+4)  (—A)(—A+1)(—4+3)
asi que la respuesta total es
y(t) =0.5— et +e 3 — 0.5 (6.62)

El codigo que se muestra a continuacion permite elaborar la grafica en scilab. Para deter-
minar el tiempo total de simulacién se aprovecha el conocimiento sobre la constante de
tiempo dominante, asi, el lapso en el que la respuesta alcanzara su valor estacionario es
aproximadamente 57, = 5.

s=poly(0,’s’);

M=5;
t=linspace(0,M);
t2=linspace(0,M,30);

//Respuesta de las componentes
subsistemaO=syslin(’c’,0.5,s);
subsistemal=syslin(’c’,-1,s+1);
subsistema2=syslin(’c’,1,s+3);
subsistema3=syslin(’c’,-0.5,s+4);
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Respuesta al escaldn de Gis+1)s+3)s+4)
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Figura 45: Respuesta de un sistema de tercer orden.

yO=csim(’impulse’,t2,subsistemal) ;
yl=csim(’impulse’,t2,subsistemal);
y2=csim(’impulse’,t2,subsistema?2) ;
y3=csim(’impulse’,t2,subsistema3d) ;
plot(t2,y0,°k<’,t2,y1,°r+’,t2,y2,%g*’,t2,y3,’0v’); hold on

//Respuesta total del sistema

numerador=6;

denominador=(s+1)*(s+3)*(s+4) ;
sistema=syslin( ’c’ ,numerador,denominador) ;
y=csim(’step’,t,sistema);

plot(t,y);

La figura 45 es una ilustracion del caso.

Polos reales distintos en presencia de ceros

Un sistema con r polos reales distintos y con ¢ ceros puede representarse por la siguiente
funcién de transferencia

(s—2z1)(s—22) (s — 2)

‘Kw—pﬂw—pﬁ~%8—my

c<r. (6.63)
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Supondremos, por el momento, que el numerador y el denominador carecen de raices comu-
nes. De nueva cuenta la funcion de transferencia y la respuesta al escalén pueden expresarse
por medio de sus respectivos desarrollos en fracciones parciales

A A A,
1 + 2 ++7

G(s) =
s—p1 5—p2 5—pr
y (6.64)
A A A A,
gls) =24 L4 2 e ,
S §—P1 S—DP2 S —DPr

Las expresiones para la respuesta y el valor estacionario son, respectivamente

y(t) = Ag + ArePt + AgeP2t ... 4 A ePr?

f 6.65
Yss = lim y(t) = Ay. (6.65)
— 00
Las coeficientes de las exponenciales se obtienen por el mismo procedimiento que
Ao = i sii(s) = K2 (F2) _(pyeepeazaEe
50 (_pl)(_pQ) T (_p'r') D1P2 - -+ Py
A =1 _ ~
1= Jim (s = p1)i(s) -

Dado que el procedimiento para obtener los coeficientes de la respuesta es idéntico que para
el caso en el cual la funcién de transferencia carece de ceros, cabe preguntarse acerca del
sentido de efectuar el analisis por separado.

Cancelacion de polos y ceros de un sistema de orden superior

El efecto de la cancelaciéon de un polo inestable en un sistema de orden superior se ejem-
plifica en la figura 46. La curva con el marcador '*’ representa la respuesta del sistema con
la funcién de transferencia

(s—4)(s+1)
R(s) = , 6.67

) = OG0 145 £5) (6.67)

el cual tiene los cero z; = 4, zo0 = —1, asi como los polos p1 =4, ps = —6,p3 = —-2+1iy
py = —2 — 4. El polo p; = 4 hace que el sistema sea inestable, y sin embargo, tal como lo

muestra la figura, la dindmica del sistema de cuarto orden (6.67) es idéntica a la respuesta
del sistema estable de tercer orden,
s+1
U =
() (s+6)(s2+4s+5)
la cual se muestra con los marcadores ’*’. Ahora, observando la respuesta de un sistema
inestable de cuarto orden con la funcion de transferencia
(s —3.9999)(s+ 1)
(s —4)(s+6)(s2+4s+5)’

(6.68)

(6.69)
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(3 = 4){s+1)
(8= 4)(s 4+ 6)(s* + 45 + 5)

Respuesta
=
=
2
=3
L

0034

0 T T T T T T T
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 24
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Figura 46: Cancelaciéon de polos y ceros de un sistema de orden superior.

la cual se encuentra indicada por los marcadores '*’, se puede notar que, después de un
tiempo menor a la duracion del fenémeno transitorio, la inestabilidad del sistema provoca
que la respuesta crezca sin limite, atin cuando inicialmente mostraba un comportamiento
muy similar al del sistema estable.

A pesar de que la diferencia entre el cero involucrado en la cancelacion y el cero del sistema
inestable es de apenas 0.0025 %, las graficas de ambas simulaciones son similares solamente
durante un periodo de tiempo, depués del cual divergen notoriamente, por lo que no resulta
adecuado, desde ningtin punto de vista, hacer consideraciones sobre estabilidad a corto plazo
o por un breve periodo.

6.3.2 Polos reales repetidos

Considérese ahora una funcion de transferencia

B (s—c1)(s—c2) - (s—cm)
G = K o Smi(s —pa)™ (5 = pr )™ (6.70)

con los polos reales negativos pi, ps, ... p, son distintos y ninguno de ellos es raiz del nu-

merador (¢1,c¢2,...,¢n) y donde my + mg + -+ + m, = n, con m < n. El entero r es el

nimero de polos distintos, por lo que el caso de polos reales distintos se puede considerar

un caso particular cuando r =ny m; = mg = -+ = m, = 1. La transformada de Laplace
1

de la respuesta a la funcion escalon 4(s) = 5 es

y(s) = saszl. (s—c1)(s—c2)--- (s —cm)
yls) = G(s)uls) = - K(sfpl)ml(s,m)mz-~~(sfpr)mr
(s—c1)(s—c2) (s —cm)

S(S —pl)ml (S _p2)m2 Ce (S _pr)mr '

(6.71)
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El desarrollo en fracciones parciales es por lo tanto
i 4 AWM AP Al
§)=—+ + + -+
W) = e T ooy =)
AL AP Ay
+ 2
s—p2  (5—p2) (s — p2)m2
AS}) A&Q) ASmT) (6.72)
ot + ot
S — DPr (S - pr)2 (S - pr)m"
Ao s Al
==+
5 1;11'”:1 (5 = pu)™
donde los ntmeros reales Al(,l), A,(,2), L. ,A,(,m”) son los coeficientes del desarrollo en fraccio-

nes parciales de §(s) con respecto a los respectivos polos p,, parav =1,2,...,r. Aplicando

la transformada inversa de Laplace a (6.72) se obtiene

y(t) =Ag + AV et + AP tert 4 AT =Lt
+ Aél)epzt + A§2)tep2t +--- Ang)tmrlemt
oot AWerrt 4 AR errt 4 Al grn—Leprt

= Ao+ XT: i Al g —tepvt

v=114,=1

(6.73)

para obtener los coeficientes (6.72) el procedimiento consiste en obtener una serie de igual-
dades, cada una de las cuales solo contiene a uno de los coeficientes, para ello se sigue un
procedimiento analogo al empleado en el caso de raices reales distintas, utilizando en cada
ocasion la derivacion para eliminar los términos que contienen a los coeficientes distintos

de aquel que se busca obtener

Ag = lim s5(s)
(my): , _ my
AU Slggp(s pu)"™y(s)
Alme=D = iy i[(s—zJu)m”ﬂ(S)]
v s—p, \ ds
1
(mv=2) — Jim = | = (s — p,)™ 7
AU —JE}}V <d32 [2!(5 Pv) y(s)D
dm-—2 1
A — 11
v TS s 2 | (my, —

1
AN = 1lim

S—Pu

dm,,fl
<dsmv_1

paracadav =1,2,...,7.

35— p i) )

{(mu —1)! (5 — pv)m”ﬂ(s)D

(6.74)
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EJjEmMPLO. Considérese la transformada

(8)21 3

s (s+2)3(s+3)2 (879)

<

que representa la respuesta a la funcion escalon de un sistema con dos polos, es decir 7 = 2,
los cuales son p;1 = —2 y po = —3, con las respectivas m; = 3 y mo = 2. La expansion en
fracciones parciales resulta en

1 2 3 1 2
_ Ay, AP AP AP Al 4D

() 2 +s—|—2+(ts—&-2)2+(8+2)3—i_s—&-3+(s—i-3)27 (6.76)

a partir de lo cual, la transformacion inversa de Laplace produce la respuesta en el dominio
del tiempo

y(t) = Ag + Agl)e_% + Af)te—% + A§3)t26_2t + Agl)e_3t + Ag)te_et. (6.77)

Los coeficientes Ag, A:(Ll), A§2)7 A§3)7 Aél) y Ag) se obtienen aplicando las formulas (6.74),
esto es

Ag = 21_% sg(s) =

@) _ By O
A7 = lim (s +2)°5(s) = —5
d . 9
A(lz) = lim — {(s + 2)3y(s)} =-
w2 ds 4 (6.78)
A(l) 1 1 d2 92)34 _ 27 .
1 S 25@{(5+ ) (S)}——§
AP = lim (s + 3)%g(s) = 1
A = 1im {(s+3)%3(s)} =
2 s——3 ds ’
de esta manera, la transfomada inversa de Laplace da como resultado
127 9 o 3o o —3t
y(t) = 51 8¢ + 4te 2t e = +te " (6.79)

6.3.3 Polos complejos conjugados en parejas simples

Considérese ahora un sistema en el cual la funcién de transferencia posee polos n = 2r
complejos conjugados simples p1, Dy, p2, Dy, - - -, Pr, Py SUupONgase tambien que, por sencillez,
la funcién de transferencia carece de ceros. Por lo tanto la transformada de Laplace de la
respuesta se puede escribir en forma factorizada como

K

y(s) = — —. 6.80
R [ R CEr R e (6:50)
Cada uno de los factores puede escribirse como

(s—p,)(s—p,) =5>—2Rep,s+|p,|°, v=12,...,7 (6.81)



6.3. RESPUESTA TRANSITORIA DE UN SISTEMA DE ORDEN SUPERIOR 143

Supongamos que todos los polos tienen parte imaginaria distinta de cero, y que el sistema
es estable, por lo que Rep, < 0. De esta manera es posible escribir cada uno de los factores
(6.81) de una manera que se asemeja a la forma estandar para sistemas de segundo orden
(ecuacion (6.19))

1 1

- Cv=1,2,...r 6.82
(s—p)(s—D,) $2+20w,s+ w? v " ( )

La transformada de Laplace de la respuesta a la funcién escalén unitario se puede expresar

convenientemente como
- 1 K
gs) = -~

s (82 +2Gwis +w?)(s? + 2Cwas +w3) - - (82 + 2Cwrs + w?)

en notacién abreviada

i K 1 1
i) = siagmto (6.83)

v=1

también, segiin convenga

_ K 1 1
9gs)=— |l —————=
w=5 ==

La condicién de que sean solamente polos complejos conjugados equivale a 0 < (, < 1,
para v =1,2,...r. Notese que bajo esta condiciones

Rep, = —(w,, Im Py =wu/1— (2, \p,,\Q = wg. (6.84)

La transformada de Laplace de la respuesta al escaléon puede desarrollarse en fracciones

parciales
A() . Bl/ Cl/
g(s) = — 6.85
= +;(8—pu+s—py>’ (6:85)

donde Ag, B, y C,, v =1,2,...,7 son coeficientes por determinar. Sin mucha dificultad, es
posible notar que el coeficiente que corresponde a la componente constante de la respuesta
se puede obtener por el método de los residuos

K K K

Ao = lim s3(s) = == — = — = — . (6.86)
s—0 [Loi(=p)(=D,) IL=lpe? IL—ywi
Los coeficiente B, y C), se obtienen de una manera similar, para v = 1,2, ..., 7, que
K
B, = lim (s — p,)y(s) = — —
) = B T e — 2050 —7)
o (6.87)
C,= lim (s —p,)y(s) = —= — — —,
s_@( )5(5) P, (D, = ) 12, (B — i) (P, — Pi)

de las ecuaciones (6.87) se deduce facilmente que C,, = B,, de manera que (6.85) se puede

escribir como _ -
AO - Bl/ Bl/

g(s) = — . 6.88

i(s) = 2 +y§_1:(s—p» ) (6.53)
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Aplicando la transformada inversa de Laplace se obtiene la respuesta en el dominio del
tiempo

y(t) = Ao+ Y (Bye’' + B,eP'), (6.89)
v=1

la solucion (6.89) incluye explicitamente coeficientes complejos, atn cuando todos los coe-
ficientes de la funcién de transferencia sean ntmeros reales. Para que la expresion de la
respuesta proporcione una informacién més concreta acerca de las propiedades de la solu-
cion, es necesario efectuar su reduccion. Para ello escribamos

Repl/ = Oy, Impy - ﬁl/7 (690)

de esta manera, la respuesta es del sistema a la funcion escalon es

y(t) = Ao +y ( B elewtiBt 4 Ee(mﬁjm)t)
v=1

. (6.91)
= Ay +2 " Re{ Bye(e ot
v=1
Si, por su parte, designamos las partes real e imaginaria del coeficiente B,, como
ReB, = u,, Im B, = w,, (6.92)
es posible obtener una expresion mas exlicita de la soluciéon
T
y(t) = Ag + 2 Z e® (u, cos Bt — w, sen B,t), (6.93)

v=1

no obstante, la expresion mas préctica resulta ser el ltimo miembro de (6.91), expresion
que se recomienda utilizar ampliamente, en lugar de (6.93), debido a las complicaciones
que pueden surgir al no conocer el signo de las partes real e imaginaria de cada coeficiente
B,.

EJeEMPLO. Hallar la respuesta a la funcion escaléon unitario del sistema

3
. 6.94
(s24+3s+4)(s2+s5+9) (6:94)
Anadiendo la funcién escalon, la trasformada de la respuesta es
3
(6.95)

§ls) = s(s24+3s+4)(s2+5+9)

de esta transformada es posible identificar los siguientes parametros, por comparaciéon con
la forma estandar

r= 2, K= 3, w1 = 2, Cl = — Wy = 3, CQ = = (696)
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es decir
3 V7 1 V35
] = *5, ﬂl = 7, Qg = 757 62 = 9 (697)
3.VT 1 V35
pL=—5ti5 P2 =5t (6.98)
De esta forma
, . 1
Ay = P_I}I(l) sy(s) = 5~ 0.083
3 6
B = 1 43 } - _
' ngrij?{(s 2705 )(52+3s+4)(52+s+9) 7T+ 17V7j
~ —0.0581 — 0.03397, (6.99)
3 6
By = lim s+ 1 jyv35 }:_a
’ 1 ,m{( ERE )(82+38+4)(«92+s+9) 29/355 — 245
s—>—2+] P)
~ 0.0164 + 0.0110;
Utilizando la ecuacion recomendada (6.91)
, 7 7
9Re {Ble(a1+351)t} —2¢3 {—0. 0581 cos gt + 5200339 sen ‘2[75}
= 93 {0. 0581 cos gt +0.033 sen \ft}
(6.100)
7
= —21/0.05812 + 0.03392¢ 2 cos<‘2[t ~ ¢1>
= —0.1346¢ 2 cos<\ft - <p1>,
donde el angulo de fase es
1 = arctan(0. 0339/0. 0581) = 0. 5281 rad = 30. 26°. (6.101)
Similarmente
2Re {Bge(o‘2+j52)t} =22 {O. 0164 cos %t + 520.0110 sen 2351&}
V35 V35
— 273 {0. 0164 cos =t — 0. 110 sen 2t}
(6.102)

, V35
=21/0.01642 4 0.01102¢ > cos<23t + @2>

1 V35
= 0.0395e™ 2 cos <2t + (pg) ,
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donde
9 = arctan(0.0110/0.0164) = 0.5908 rad = 33. 85°, (6.103)

De esta forma, los calculos dan como resultado la respuesta en el dominio del tiempo

3 1
y(t) = 0.083 — 0.1346e 2" cos (4Tt — 1) +0.0395¢™ 2" cos (V3¢ + 5).  (6.104)

En los casos en que la funcién de transferencia también tenga ceros, el procedimiento es
completamente similar, con la precaucion de identificar polos y ceros cancelados.

6.3.4 Polos complejos conjugados repetidos

En el caso de pares repetidos de polos complejos conjugados, el procedimiento no varia
demasiado. Para bosquejarlo, supéngase que se tiene una funcién de transferencia con los
polos complejos p1 P; que se repiten cada uno my veces. Por ello, la trasnformada de la
respuesta a la funcion escalon sera

K K
i(s) — _ : 6.105
) = T G T o™ s(s— p )i (s — )™ (6.105)

de esta manera, la expansion en fracciones parciales arroja el siguiente resultado

Ay B BM B®) B® B(m1) Bm1)
j(s) = —+ +——t Gt t +—————, (6.106
B} =5 s—p1 s—p1 (s—p1)* (s—p1)? (s=p1)™ (s —p)™ ( )
la transformada inversa de Laplace implica el siguiente resultado
ma )
y(t) = Ao+ Yt "Re { BV elowtiir}, (6.107)

v=1

donde las constantes Ay, B!, E(l), . .,B(ml),g(ml) se obtienen por medio de los dos

métodos descrito en las dos secciones anteriores.

6.3.5 Respuesta transitoria de un sistema subamortiguado de or-
den superior

Consideremos ahora el caso de un sistema estable de orden superior que tiene la funciéon

de transferencia .
G(s) = Pos 1* et Om , (6.108)
08" + ST A 18+ iy

conn > 2yn > m.Supéngase que se aplica una entrada escalon y se grafica la respuesta. La
figura 47 muestra una situacion bastante general: la respuesta puede presentar oscilaciones
y tomar momentaneamente valores superiores a su valor estacionario. La grafica tiene un
parecido muy acentuado con la respuesta de un sistema estable subamortiguado de segundo
orden. En la figura se encuentran indicados parametros importantes, cuyo significado se
explica a continuacién
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b7 I
Mp=)’p—ym
..... R e ST I  IO P 3 ]
y.vs"" === === ____: ___________
................... Ib.................. .y _6
0.90y;, -4---- ; *
0.10yss -, :
Hh b i,, 15
L, =L —1h

Figura 47: Respuesta general de un sistema de orden superior

Yss: se le conoce como wvalor estacionario de la respuesta. Se le define como

Yss = Mm y(t), (6.109)
aun cuando en el caso de que la grafica se genere con datos experimentales no sea posible
efectuar el calculo del limite usando una férmula analitica. En estos casos se acepta al
valor de yss como el valor promedio de las mediciones cuando estas presentan fluctuaciones
debidas tnicamente a las incertidumbres en las mediciones.
yp: el valor pico es el valor de la salida que corresponde a la maxima desviacién con respecto
al valor estacionario yss.

M,,: sobrepaso o sobretiro maximo de la respuesta: es la maxima desviacion pasajera que
registra la respuesta con respecto a su valor estacionario. Nominalmente M, = vy, — yss.
tr: tiempo de subida, es el tiempo que la respuesta tarda en pasar por primera vez desde
el 10 % hasta el 90 % de su valor estacionario. Se trata de una medida de la rapidez con
la cual reacciona el sistema. En la figura 47 se indica que la respuesta alcanzo el 10 %
de su valor estacionario (es decir y(¢1) = 0. 1yss) cuando ha transcurrido un tiempo ¢, y
alcanza por primera vez el 90 % de su valor estacionario (es decir y(t2) = 0.9yss) cuando
ha transcurrido un tiempo t5, por lo tanto el tiempo de subida es tiempo transcurrido entre
dichos instantes: t,, = t3 — 7.

yp: el tiempo de pico es el instante en el cual la respuesta alcanza su valor pico, es decir
y(tp) = yp-

0: la tolerancia es el parametro que determina qué tanta fluctuacion se considera admisible
para establecer que la respuesta ha llegado, para efectos practicos, a su valor estacionario.
Se expresa en las mismas unidades de medida que y(t), aunque generalmente se le especifica
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Planta

i (s) > K 5s)
2 + 2w,s + vk

Sistema en lazo abierto

Comparador Controlador Planta
+ m &s) i (s)
> ¥ > C(s) >

K
82 + 2lw,s +

Sistema en lazo cerrado con retroalimentacion negativa

Figura 48: Sistema de control de un sistema de segundo orden.

como porcentaje del valor estacionario. La tolerancia, junto con el valor estacionario, definen
la franja de tolerancia, que no es méas que el intervalo [yss — 0, yss+9] de longitud 20 centrado
alrededor de yss en el eje vertical. t,: el tiempo de asentamiento es el tiempo que tarda
la respuesta en entrar a la franja de tolerancia para permanecer definitivamente dentro
de ella, por lo tanto, para establecer el tiempo de asentamiento es necesario conocer la
tolerancia indicada. De esta manera, para un mismo sistema y aplicando la misma entrada
es posible hablar de distintos valores del tiempo de asentamiento, cada uno correspondiente
a un valor de la tolerancia, pero una vez indicada esta, queda completamente especificada.

6.4 Caso de estudio: controlador PID aplicado a un mo-
tor

Un ejemplo de aplicaciéon del analisis de la respuesta transitoria se ilustra con ayuda de
la figura 48. En la parte superior se muestra un bloque de funciéon de transferencia que
relaciona directamente la entrada de referencia w,(t), también conocida como consigna o
setpoint, con la salida y(t) de un sistema de segundo orden. En la ingenieria del control de
procesos se ha acunado el término planta para referirse al sistema que se busca controlar,
derivado de la necesidad de controlar plantas de procesos industriales de distintos tipos;
en lo sucesivo se emplearé este término. El problema general de control consiste en aplicar
una senal de entrada a una planta para que la salida y(t) tenga valores iguales, o al menos
lo mas cercano posibles a la consigna, la cual es previamente especificado con base en los
requerimientos de operacion del sistema. Aunque la consigna puede ser cualquier funcion,
en la practica con frecuencia surge el problema de regulacidn: mantener constante el valor
de la salida. Esto equivale a especificar como referencia a una funcién escaléon. Aplicando al
sistema una entrada escalén con incremento ug, el valor estacionario es If} 20 de manera que

n
si se desea que la salida tenga el valor estacionario r, se debe aplicar la funcién escalén con
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2
w, T

el valor ugp = —~. Esta solucion, llamada control en lazo abierto posee varias desventajas,
entre las cuales sobresalen dos, de las que se tratan en este ejemplo:

e En caso de existir alteraciones en la senal, producto de perturbaciones en los canales

2
TW,

fisicos de transmision, el valor ug = —z no producira la salida deseada y(t) = r.

e Ya sea que existan perturbaciones o no, no es posible modificar la dinamica del
sistema por medio de la aplicacion del control en lazo cerrado. Esto significa que si,
por ejemplo, la respuesta llega al valor deseado con oscilaciones indeseables, no sera
posible evitarlas con la simple aplicacién de un controladore en lazo abierto.

Lo anterior hace deseable emplear otro procedimiento. En la parte inferior de la figura 48 se
muestra la misma planta sujeta a retroalimentacion negativa, la cual constituye el principio
de operacion del control en lazo cerrado, cuyos rasgos més sobresalientes se describen a
continuacion:

e La salida de la planta se conecta a un bloque comparador, que no es mas que un bloque
sumador que admite dos senales: la referencia w,.(t), la cual entra con el signo positivo
y la salida retroalimentada y(t), con signo negativo. De esta manera el resultado de
la operacion del comparador es la senal de error e(t) = u,.(t) — y(t).

e La salida del bloque comparador, o sea el error e(t) se alimenta a otro bloque denomi-
nado controlador, el cual procesa la sefial para prodcir la sefial u.(t), conocida como
entrada de control o simplemente control. En el caso de sistemas lineales, la carac-
teristica entrada-salida del controlador esté descrita por la funcion de transferencia

C(s).

e La senal u.(t) producida por el controlador se alimenta a la planta, la cual, a su vez,
produce la salida que se retroalimentara al bloque comparador.

Existen muchas configuraciones posibles que se pueden seleccionar para el controlador, una
muy popular y con mucha aceptacién en el medio industrial es el controlador con accién
proporcional, integral y derivativa o controlador PID, el cual se suele expresar como

C(S):k‘p—i-kDS—‘r%, (6110)

donde los coeficientes constantes kp > 0, kp > 0, k; > 0 se denominan ganancia propor-
cional, ganancia derivativa y ganancia integral, respectivamente. El problema de control se
puede entonces, plantear de la siguiente manera: Determinar los valores de las ganancias
kp, kp y ki, tales que el sistema en lazo cerrado bajo la accion del controlador (6.110)
tenga la respuesta dindmica especificada. La funcion de tranferencia en lazo cerrado del

sistema 48 es
K

T(s) = .

() $3 4+ (2¢wn, + Kkp)s? + (w2 + Kkp)s + Kk

Notese que el nuevo sistema es un sistema de tercer orden. Supongamos que el sistema
en lazo abierto tiene una respuesta oscilatoria, es decir 0 < ¢ < 1, y que deseamos, por

medio de un controlador PID, lograr que el sistema en lazo cerrado tenga una respuesta
sobreamortiguada. Esto equivale a especificar que la funciéon de transferencia tenga los

(6.111)
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polos reales p; < 0, po < 0y p3 < 0, los cuales, por simplicidad, supondremos distintos.
En otras palabras la funcion de transferencia deseada es
K

Tls) = (s =p1)(s —p2)(s — p3)

) " (6.112)

52 — (p1 4+ p2 + p3)s® + (p1p2 + P13 + P2 + P3)s — P1P2Ds3

desarrollando el polinomio en el numerador de (6.112) e igualando con (6.111) la condicion
de que los coeficientes de los polinomios de los respectivos denominadores sean iguales se
traduce en

2Cwy, + Kkp = —(p1 + p2 + p3)
w2 + Kkp = (p1p2 + p1ps + paps) (6.113)
Kk = —p1pap3

de las cuales se pueden despejar los valores

—(p1 +p2 + p3) — 2Cwn

]ﬂD = K 9
2
fp = wy = (P1p2 + p1ps + pzps)’ (6.114)
K
ky = _pll;épd‘

En general, no es posible asignar arbitrariamente los polos deseados en lazo cerrado,
en el presente ejemplo, de acuerdo con (6.114), para asegurar que la ganancia proporcional
tenga un valor positivo, se debe de cumplir la restriccién

p1p2 + p1ps + paps < Wi (6.115)

Conociendo los valores de las ganancias proporcional, integral y derivativa, es posible
implementar fisicamente el controlador al determinar los valores de las resistencias y capa-
citores del sistema que se muestra en la figura 49. Alternativamente, se puede desarrollar
el controlador por computadora con ayuda de un sistema de adquisicién de datos.

6.5 Ejercicios y problemas sobre la respuesta transitoria

1. Determinar la constante de tiempo del sistema que se comporta de acuerdo con la

ecuacion diferencial i
t
0.4% +50w(t) = M(t).

2. Indicar la constante de tiempo del sistema que tiene la siguente funcion de transfe-
rencia

20
s+ 10
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Comparador Controlador Planta

a6t

MUK it

Figura 49: Implementacion del controlador PID en un motor de corriente directa.

;,Cual de las siguientes funciones de transferencia corresponde al sistema mas rapido?
3 1 1 0.8
3s+1 3s+3 35s+0.8 0.85+3

. En la Figura 50 a) se muestra la respuesta a la entrada escalén unitario de un sistema

de primer orden. Indicar la ganancia, la constante de tiempo y a partir de ello, escribir
la funcién de transferencia.

En la figura 50 b) se muestra la grafica de la respuesta al impulso unitario de un
sistema de primer orden. Indicar los valores de la ganancia y la constante de tiempo
y escribir la funcién de transferencia.

En la figura 50 ¢) se muestra la grafica de la respuesta al escaléon unitario de un
sistema de segundo orden. Determinar, los polos del sistema.

Si en la figura 50 ¢) se muestra la grafica de la respuesta a la funcion escalon, indicar
el tiempo de subida, el valor estacionario, el sobretiro y el tiempo de asentamiento al

5%.

En la figura 50 d) se muestra la respuesta a la funcién escalén de un sistema de orden
superior. Indicar el valor estacionario, el valor pico y el tiempo de asentamiento al

5%.

En la figura 50 e) se muestra la grafica de la respuesta a la funcion escaléon de un sis-
tema de orden superior. Hallar el valor estacionario, el tiempo de subida, el sobretiro,
y el tiempo de asentamiento al 5 %.

Hallar el valor estacionario, el sobretiro, el tiempo de alzada, el tiempo pico, el valor
pico, la frecuencia amortiguada (en radianes por segundo) y el tiempo de asentamiento
del sistema cuya respuesta al escalon se muestra en la grafica de la figura 50 f.
Suponiendo ademas, que el sistema es de segundo orden, determinar la ubicacion de
sus polos en el plano complejo.
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Figura 50: Respuesta transitoria de diversos sistemas.
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6.6 Notas y referencias

El tema de la respuesta transitoria es de fundamental importancia para aplicaciones de dise-
1o de sistemas de control y comunicaciones, como puede constatarse en la variedad de obras
que dedican cierta extension al tema, entre ellas [Ogata, 1987], [Woods and Lawrence, 1997],
[Franklin et al., 2002], [Nise, 2011]. Un analisis extenso de la respuesta transitoria en cir-
cuitos eléctricos lineales puede hallarse en [Kontorovich, 1999].






Capitulo 7

Experimentos computacionales y
fisicos

Las computadoras son iniitiles. Solamente pueden proporcionarte respuestas’
—PABLO PIcasso

7.1 Generalidades sobre scilab

Scilab es un programa que permite realizar de manera rapida y sencilla calculos matemé-
ticos complejos, que incluyen potencias, raices, funciones exponenciales, trigonométricas,
asi como una variedad de célculos con matrices e incluso estructuras de datos. Todo ello sin
necesidad de compilar previamente los programas, lo cual lo hace extremadamente atracti-
vo para escribir calculos parciales sin distraerse demasiado en aspectos auxiliares, asi como
realizar borradores o prototipos rapidos de algoritmos sofisticados. La facilidad que pro-
porciona para implementar funciones definidas por el usuario ha facilitado incluir funciones
especificamente disenadas para representar y simular sistemas dindmicos y de control. La
sintaxis de scilab es estrechamente similar a la que emplea en MATLAB®, por lo tanto,
cualquiera que esté familiarizado con el uso de este software, encontrara facil su empleo. De
cualquier manera proporcionamos aqui una breve introduccion, enfatizando en el caracter
practico de las operaciones. Para un conocimiento més profundo, se recomienda consultar
los manuales correspondientes. Scilab es un software libre, desarrollado originalmente en
el Instituto Francés de Investigaciones en Ciencias Computacionales y Control (INRIA) a
partir de los ads 90 por un equipo conjunto del INRIA y del Instituto Francés de Puen-
tes y Caminos (ENPC). Desde sus primeras versiones ha sido distribuido como software
libre y de codigo abierto. Actualmente se encuentra disponible para su descarga en el sitio
www.scilab.org, donde también se puede encontrar mayor informacion sobre su historia
e incluso posibilidades de efectuar contribuciones individuales o colectivas.

1Pablo Ruiz Picasso (1881-1973). Pintor y escultor espaifiol, creador, junto con otros pintores, del cu-
bismo.
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7.2 Operaciones elementales con scilab

La operacion mas sencilla que se puede efectuar con scilab es la suma de dos enteros

—->242
ans =
4.

La operaciéon de adiciéon no esté limitada a enteros, también es posible sumar niimeros
decimales

-->1.5+3
ans =
3.5

asi como nimeros de distinto signo y con distinto ntimero de decimales La operaciéon de
suma no esta limitada a dos elementos, ni siquiera por el signo o el namero de decimales

-->-5.251325+3
ans =
- 2.251325

la multiplicacién entre dos ntiimeros también utiliza una notacién bastante coman y utiliza
el asterisco

-->3%5
ans =
15.

La operacion de division utiliza también una notaciéon bastante comun en los lenguajes de
programacion

-->7/2
ans =
3.5

Scilab permite almacenar valores numéricos en forma de variables. Para ello basta con
asignar por medio del signo de igualdad, usando un identificador vélido. Un identificador
valido en scilab es una cadena de caracteres alfanuméricos que necesariamente comienza
por una letra del abecedario, por ejemplo

-->a=5
a =
5.
Otra caracteristica ventajosa, es que scilab distingue entre mintsculas y maytusculas, por
ejemplo las variables A y a representan cantidades distintas
—->A=20, a=2
A =
20.
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Un rasgo extremadamente tutil de scilab es la posibilidad de emplear matrices sin tener
que utilizar una notacién especialmente complicada. Para almacenar una matriz se escriben
los elementos de cada fila separados ya sea por comas o por espacios y cada fila se termina
con un ";"

-->M=[2 4 3; 1 0 -2]

La operacion de trasposicion convierte las filas en columnas y viceversa, y se indica por
medio de un apostrofe:

—>M

La suma de matrices esta definida para matrices con el mismo niimero de filas y de columnas
y emplea el mismo simbolo que la suma de niimeros

-->M+[1 1 0; 0 0 2]
ans =

Finalmente la multiplicacién de matrices utiliza el operador "*":

-->MxM?’
ans =
29. - 4.
- 4. 5.

es importante notar el orden apropiado de multiplicacion

-->M’*M

ans =
5 8. 4
8. 16. 12
4. 12. 13.

Para generar un vector de valores uniformemente espaciados entre dos numeros se utiliza la
funcién linspace. Por ejemplo, se pueden generar 100 valores uniformemente espaciados
comprendidos entre 0 y 10
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-->v=linspace(0,10);

El vector v generado de esta manera consta de 100 elementos (el valor por defecto) orde-
nados de menor a mayor, el primero de ellos es el 0 y el ultimo el 10. Opcionalmente, este
comando puede aceptar un tercer argumento, un nimero entero positivo que sirve para
indicarle a scilab que genere un numero distinto de elementos, también es posible que los
dos primeros argumentos se enlisten en orden decreciente.

-->linspace(0,-10,3)
ans =

0. -56. - 10.

7.3 Funciones y archivos en scilab

Un componente fundamental en scilab son las funciones, las cuales, de acuerdo con su
origen y en lo que respecta al usuario, pueden ser de dos tipos: funciones elaboradas y
funciones definidas por el usuario. Las funciones elaboradas pueden ser funciones originales
del lenguaje de scilab, o bien funciones agregadas por colaboradores. Existe una gran
variedad de ellas: funciones mateméaticas elementales, funciones de graficaciéon, funciones
de valores 16gicos, funciones de configuracion, etc. Por otra parte, las funciones definidas por
el usuario pueden implementarse en linea, es decir, sobre la linea de comandos de la consola,
o bien a través de un archivo o script. En cualquier caso la sintaxis es idéntica, aunque la
opcién de generar un archivo permite reutilizacion de cédigo. Supongamos que se requiere
implementar en scilab una funcién y = 5x + 1, la cual denominaremos funcionLineal.
La manera de hacerlo en linea es

-->function y = funcionLineal(x)
-->)Funcion lineal

-->y=b*x+1;

-->endfunction

tras escribir en la consola esas lineas, la funcion queda registrada en el espacio de trabajo
de la sesién, y por lo tanto se le puede invocar, ya sea desde la linea de comandos o bien
desde cualquier script o funcion, el resultado. Supongamos que queremos, hallar el valor
de la funcién para x = 1; basta con invocarla desde la linea de comandos.

-->funcionLineal (1)
ans =

7.4 Graficacion con scilab

Al igual que MATLAB®, scilab posee una variedad de funciones apropiadas para graficar
datos o funciones. El comando mas sencillo es plot. Para ilustrar su empleo, generamos un
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Grfica de la funcion cosena

coseno

tiampo

Figura 51: Ejemplo basico de generacion de grafica en scilab.

vector, denotado por t, que consta de 100 valores uniformemente repartidos en el intervalo
cerrado de 0 a 27, scilab proporciona un varlor de 7, con la aproximacién que permita
el niimero de decimales, con solo teclear %pi. Enseguida se calcul el valor del seno de cada
uno de los compomentes y los almancenamos en el vector x. Para trazar la grafica se utiliza
la funcién plot(t,x), en la cual los argumentos t y x deben ser vectores con la misma
dimension, de lo contrario scilab marcard error. La grafica mostrara los puntos unidos
por medio de interpolacion lineal.

-->t=linspace(0,2*%pi);
-->x=sin(t);
-->plot(t,x)

A la grafica generada se le pueden agregar méas elementos: los comandos xtitle, xlabel,
ylabel, producen etiquetas en el encabezado de la figura, en el eje horizontal y en el eje
vertical, respectivamente. También es posible anadir una malla o cuadricula por medio de
la instruccién xgrid

-->xtitle(’Grafica de la funcion coseno’)
-->xlabel(’tiempo’)

-->ylabel(’coseno’)

-->xgrid

La cual se ilustra en la figura 51.

7.4.1 Gestor de extensiones atoms

Entre las funciones de scilab que no se encuentran directamente relacionadas con la simu-
lacion, computo y graficacion, se encuentra el programa gestor de extensiones atoms, el cual
permite descargar, instalar y cargar en el espacio de trabajo distintos paquetes elaborados
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tanto por en consorcio que desarrolla scilab, como por colaboradores externos (entre los
cuales podria estar el lector) quienes tienen interés en que los algoritmos resultado de sus ac-
tividades de inivestigacion y desarrollo tecnoldgico se encuentren ampliamente disponibles
y sean de utilidad. El empleo de atoms se lleva a cabo principalmente a través de dos co-
mandos: atomsInstall (’nombre_del_paquete’) y atomsLoad (’nombre_del_paquete’),
lo cual se explicara mas adelante, en relacion con la instalacion y configuracion de coselica.

7.5 Sobre xcos.

La simulacién de sistemas dindmicos puede realizarse en scilab por medio de comandos
en linea, programando scripts o bien utilizando xcos (anteriormente llamado scicos).
Puede considerarse a xcos como un entorno grafico de programacion para simulaciéon. Para
elaborar los programas cuenta con una serie de bloques agrupados en un repositorio grafico
denominado palette. Para iniciar una sesion en xcos basta con teclear el comando indicado
en la linea de comandos de la consola de scilab, como sigue

-->XCcos

Después de unos momentos, mientras se inicia y finaliza la carga se visualizara un par de
ventanas similares a las que se muestran en la figura 52. La ventana del lado izquierdo se
denomina navegador de bloques, o explorador de paletas (del inglés palette browser), ha-
ciendo alusién a la similitud que el ment gréfico tiene con respecto a las paletas de pintura
con acuarela. A su vez, del lado izquiedo dicho explorador se puede visualizar una lista de
términos dispuestos a manera de diagrama de arbol, que indica los distintos submenis de
bloques disponibles en xcos: ’commonly used blocks’, ’continuous time systems’,
’discontinuities’, etc. En el caso de la figura mostrada, se encuentra resaltado el subme-
nta de *bloques comiunmente utilizados’ ( en inglés commonly used blocks’), el cual incluye
bloques que, de acuerdo con informacion recopilada de los programadores a partir de la ex-
periencias de los usuarios de versiones previas, son de uso bastante frecuente. Para indicar
la accién de seleccionar un bloque serd necesario establecer una convencién de notacion,
que describa la secuencia de clics para seleccionar un bloque, de acuerdo con los nombres
con los que xcos presenta dichos bloques por ejemplo

palettes->Commonly used blocks->blocks->CONST_m

indica que se seleccion6 el bloque que genera una senial constante, una vez posicionado el
apuntador, se presiona el botén izquierdo del mouse y se desplaza el apuntador, arrastrdn-
dolo hasta la ubicacion deseada en el lienzo indicado del lado derecho y liberando en bloque
una vez que se encuentre en la ubicaciéon deseada. La explicaciéon acerca de la funcién de
cada bloque, incluyendo entradas, salidas y parametros, se puede obtener posicionando el
apuntador sobre el bloque en cuestiéon y enseguida oprimiendo el botén derecho, tras lo cual
se despliega un menu contextual, del cual se deberé seleccionar la opcion help o ayuda. Por
otra parte, como se ha adelantado, del lado derecho se encuentra la ventana que corresponde
a un nuevo diagrama de bloques, que por defecto, tiene el nombre 'untitled.xcos’.
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Figura 52: Aspecto de la ventana de xcos.

7.5.1 Paletas de bloques y algunos bloques comiinmente usados
para realizar una simulaciéon

Para ilustrar el empleo de xcos se mostrara el procedimiento para elaborar el diagrama de
bloques para simular y graficar una ecuacion diferencial lineal

Li(e) + Ri(t) + 5a(t) = h(t), (71)

donde u(t) es la entrada escalon unitario

0, si t<0,
) :{ 1, si t>0 (7.2)

Dicho diagrama de bloques se representa esquematicamente en la figura 6, de la pagina 37,
mientras que el diagrama de bloques en xcos se mostré en la figura 7 de la pagina 37. La
secuencia de seleccion de bloques, de acuerdo con la convencién descrita lineas arriba, es

palette->Sources->STEP_FUNCTION
palette->Mathematical operations->GAINBLB_f
palette->Continuous time sistem->INTEGRAL_m
palette->Mathematical operations->BIGSOM_f
palette->Sinks->CSCOPE
palette->Sinks->TOWS_c
palette->Sources->CLOCK_c

Los submeniis empleados de describen enseguida
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Fuentes de sefial (sources)

Se trata de bloques que no requieren senial de entrada para funcionar, sino solamente pro-
ducen una salida con una periodicidad definida ya sea por el tamano de paso del algoritmo
de integracién numeérica o por un parametro de configuracion propio del bloque. Las fuentes
de senal empleadas en este ejemplo son STEP_FUNCTION y CLOCK_c, las cuales se explican
enseguida.

Funcion escalon

El bloque STEP_FUNCTION genera una funcion escaléon con siguientes padametros

e initial value: Indica el valor que tiene la funciéon antes de que ocurra la transicion
o salto, el cual puede ser cualquier nimero real admisible en scilab. En el caso de
este ejemplo su valor es 0.

e final value: Indica el valor que tiene la funcién después de que ha ocurrido la
transicion y puede ser cualquier niimero real admisible en scilab. Su valor en este
ejemplo es 1.

e step time: Indica el momento, en tiempo de simulacién, en el que ocurre la transi-
cion. Su valor en este ejemplo particular serd 0. Puede tomar cualquier valor positivo
sujeto a la limitacion de ser mayor o igual que el instante inicial de simulacion (usual-
mente 0) y el instante final (el cual es, por defecto 2x10°.)

Bloque de reloj generador de eventos

El bloque CLOCK_c produce una senal auxiliar de sincronizacion, la cual se indica por medio
de lineas en color rojo, en contraste con las senales habituales de xcos, las cuales se indican
en color negro. El bloque emplea dos pardmetros

e Period: el periodo, es decir lapso de tiempo de simulaciéon que transcurre entre una
senal y otra, cualquier nimero positivo de magnitud menor al tiempo total de simu-
lacion. La elecciéon del valor de este periodo dependera de la frecuencia con la cual se
requiera la actuacién del bloque receptor de la senal.

e Inicialisation time: se trata del instante de tiempo de simulacién en el cual da
comienzo la primera emisién de la senal generadora de los eventos. Debe ser un
nimero positivo menor al tiempo total de simulacion.

La salida de este bloque tnicamente se puede conectar con puertos de entrada indicados
en rojo, en caso de que el bloque destinatario los contenga.

Bloques de operaciones matematicas (Mathematical operations)

Los bloques de operaciones matematicas que se emplean en este ejemplo son el bloque de
suma y el bloque de multiplicaciéon de la senal por una ganancia constante BIGSOM_f y
GAINBLK_f, respectivamente.
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Bloque de suma

Existen varios bloques que pueden implementar esta operacién. Este bloque requiere un
s6lo parametro: un vector columna en notaciéon de scilab, denominado Inputs ports
sign/gain, en el cual el nimero de componentes es el nimero de senales que entran al
bloque para sumarse, mientras que, por lo general, el respectivo componente es el nimero
1 si la respectiva entrada se suma, o —1 si se resta. A pesar de que, como su nombre
lo indica, puede utilizarse para efectuar la multiplicaciéon de la respectiva entrada por un
factor distinto de £1, no resulta generalmente aconsejable, debido a que tiende a disminuir
la legibilidad del diagrama. Por ejemplo, el vector [1;-1;1], indica que el bloque sumara
algebraicamente tres cantidades, la primera de ellas conservando su signo, la segunda con
signo opuesto y la tercera con el signo original.

Bloque de ganancia constante (GAINBLK_f)

Este bloque tiene un parametro, el cual es el valor de la ganancia. Puede ser un ntmero
real, o bien puede ser definido dentro del conjunto de valores del contexto.

Bloque de integracién numérica (INTEGRAL_m)

Este bloque es el tnico del ejemplo que pertenece al submenti continuous time systems.
Requiere cuatro parametros

e Initial condition: valor inicial de la salida de la integracion, puede ser cualquier
nimero real en scilab.

e with re-initialization (1: yes; O: no): anade un puerto que permite reesta-
blecer el estado del integrador a su condicién inicial a partir de una senal externa, la
cual es producida por un generador de eventos.

e with saturation (1: yes; 0: no) Permite establecer la condiciéon de saturacion.

e Upper limit: establece la cota superior de la salida, en caso de haber seleccionado
la saturacion.

e Lower limit: establece la cota inferior de la salida del integrador, en caso de haber
seleccionado la saturacion.

Subment de sumideros de senal (Sinks)

En este submenti se encuentran los bloques por medio de los cuales la senal concluye su
recorrido dentro del diagrama de xcos. Son bloques con entrada, pero sin salida visible
dentro de xcos. En el ejemplo presente se utilizan dos: el bloque CSCOPE y TOWS_c, los
cuales se explican enseguida.

Bloque de graficacién con respecto al tiempo (CSCOPE)

Este bloque recibe una senal de entrada, generalmente el resultado de la simulacién u otro
célculo, asi como un senal de generacion de eventos, generalmente de un bloque CLOCK_c.
Posee varios parametros de configuraciéon
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Color or mark vector: establece los valores de los colores y/o marcadores emplea-
dos en las graficas.
Output windwon number (-1 for automatic)
Output window position
Output window sizes: tamano de la ventana de salida.
Ymin: valor minimo en el eje de las ordenadas.
Ymax: valor maximo en el eje de las ordenadas.

Refresh period: ancho de ventana en la escala del tiempo: al transcurrir un periodo
de tiempo de simulacién igual a este valor, la ventana se borrara automéaticamente y
comenzara a graficarse una nueva ventana. Con frecuencia es conveniente, por tanto,
el igualar este valor al parametro final integration time, accesible desde el ment
simulation->setupt->set parameters.

buffer size: nimero de datos que se almacenan.
Accept inherited events 0/1

Name of scope.

Bloque de exportaciéon de senal al especio de trabajo (TOW_s)

Este bloque permite enviar datos resultado de la simulacién al espacio de trabajo con el
fin de procesamiento posterior. Sus parametros son

e Size of buffer: indica el niimero de datos que se enviaran al espacio de trabajo.

e Scilab variable name: identificador de la variable en el espacio de trabajo de

scilab. Para recuperar desde la consola a los valores asi exportados, se escribe
nombre.values, mientras que para recuperar el vector con los instantes de tiempo
que corresponden respectivamente a dichos valores, se escribe nombre. time.

e Inherit (no:0; yes:1): heredar cualidades de bloques

7.6 Generalidades sobre coselica

7.6.1 Un poco sobre modelica

Modelica es un término utilizado para designar tanto al lenguaje de programacion, como
al estandar o norma para las especificaciones de dicho lenguaje. Formalmente se le des-
cribe como un lenguaje de programaciéon que opera bajo el paradigma de la programciéon
orientado a objetos, con las ventajas y exigencias que ello implica. De manera préctica,
constituye una sistematizacion del concepto de modelado fisico: al elaborar el modelo, la
atencion se enfoca en mayor medida a la descripcion del comportamiento de los sistemas y
menos a la manipulacién de las expresiones matematicas que resultan de dicha definicion.
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La descripcion del comportamiento de los sistemas puede efectuarse desde dos puntos de
vista: aplicando leyes fisicas en forma de principios primarios (first principles) o invocando
a modelos ya elaborados, que de esta manera pasan a formar subsistemas del sistema que
interesa simular.

7.6.2 Simulacién usando coselica

Coselica es una extension de xcos que permite incluir diagramas de simulacién elabo-
rados conforme al estandar de modelica. Al tratarse de una extension de scilab/xcos,
es necesario descargarla e instalarla en la computadora antes de poder utilizarla, lo cual
requiere cierto esfuerzo. Los pasos necesarios son

e Descargar e instalar coselica.
e Cargarla en el espacio de trabajo.
e Descargar e instalar un compilador de lenguaje C compatible con scilab.

e Enlazar al compilador con scilab.

Descargar e instalar coselica

La descarga e instalacion se simplifica enormemente si se cuenta con una conexién activa
de internet. Se inicia una sesién en scicos y se escribe en la linea de comandos

-->atomsInstall(’coselica’)

Cargar coselica en el espacio de trabajo

Una vez que se cuenta con coselica instalado, se realiza la carga del paquete, simplemente
tecleando

-->atomsLoad(’coselica’)

Descargar e instalar un compilador de lenguaje C

Un compilador compatible se puede encontrar bajo la direcciéon http://www.equation.
com/ Voy a describir la experiencia relacionada con la instalacién del compilador en una
computadora en el cual el procesador maneja una longitud de palabra de 64 bits y utiliza
el sistema operativo Windows 7(C), algunas partes del procedimiento pueden variar en caso
de utilizar distintos procesadores y sistemas operativos. La pagina tiene un aspecto méas
bien austero, pero funcional. Siguiendo las ligas ubicadas en el drbol de navegacion del
lado izquierdo de la pagina: programming tools -- Fortran, C and C++ for windows,
haciendo clic en la liga se despliega una pagina en la cual es posible descargar el compilador
adecuado. Una vez descargado en la computadora, es facil realizar la instalacion. Tras la
instalacién es necesario reiniciar la maquina.
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Enlazar el compilador con scicos
Este paso se efectiia cargando el programa auxiliar MinGw, por medio de atoms:

atomsInstall (’mingw’) ;
atomsLoad (’mingw’) ;

La manera de comprobar que el compilador se encuentra correctamente instalado y es
reconocido por scicos, es por medio del comando

-->haveacompiler ()
ans =
T

si, por el contrario, el valor de ans resulta ser el valor booleano F, es necesario instalar
correctamente el compilador. Este suele ser un paso mas bien delicado.

Modelo del cuarto del vehiculo utilizando xcos-coselica

En la figura 53 se muestran dos diagramas: en el diagrama del lado izquierdo se encuentra
el bosquejo del modelo del cuarto del vehiculo (ver figura 13, en la pagina 51), mientras
que del lado derecho se indica el diagrama que fue utilizado para efectuar la simulacién por
medio de coselica. Enmedio de ambos diagramas se indica, con ayuda de 6valos y flechas,
la equivalencia entre los componentes mostrados en el esquema de la izquierda (el cual
sirve para obtener los diagramas de cuerpo libre) y el diagrama elaborado en coselica. El
diagrama también consta de accesorios auxiliares.

Bloque de masa con traslacién (CMTC_Mass)

Representa una masa en movimiento traslacional, es decir, a lo largo de una linea recta.
Los parametros que emplea son

e m: masa del cuerpo rigido en movimiento [kg].

initType: tipo de valor inicial para el desplazamiento y la velocidad (0 para un valor
deducido (guessed), 1 para un valor fijo).

s_start: valor inicial de la posicién absoluta del centro de masa [m].

e v_start: valor inicial para la velocidad absoluta del centro de masa [m/s].

L: longitud del componente, medido del borde de contacto izquierdo al borde de
contacto derecho, [m] (en la notacion de coselica es igual a la diferencia flange_b.s
- flange_a.s).

Bloque de resorte traslacional (MMT_Spring)
Maneja los siguientes parametros

e s_rel0: longitud libre del resorte [m].

e c: constante de rigidez del resorte [N/m], representa la constante de proporcionalidad
de la ley de Hooke, que habitualmente se designa con k.
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Esquema fisico <]L_J NA '.._J_@j:::['l,_J |

Modelo en xcos-coselica

Figura 53: Modelo para la simulacién fisica del cuarto de vehiculo utilizando coselica.
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Bloque de amortiguador viscoso traslacional unidimensional (MMT_Damper)

Emplea solamente un parametro

e d: constante de proporcionalidad entre la velocidad traslacional y la fuerza de amor-
tiguamiento viscoso [N-s/m)].

Bloque de amortiguador viscoso con resorte traslacional (MMT_springDamper)

Representa un bloque de movimiento traslacional en paralelo con un amortiguador viscoso
que ejerce una fuerza en oposicién a dicho movimiento. Sus parametros son

e s_rel0: longitud libre del resorte [m].
e c: constante del resorte [N/m].

e d: constante de amortiguamiento viscoso [N-s/m].

Bloque de medicion de posicion lineal (CMTS_PositionSensor)

Se trata de la implementacién del bloque genérico CMTS_GenSensor cuya entrada se conecta
a la salida de un bloque que representa alguna modalidad de masa traslacional. Se puede
configurar para medir posicion, velocidad o aceleracion absolutas, lo cual se indica mediante
un cuadro de didlogo que acepta tres posibles valores enteros: 0, 1 y 2, respectivamente.

e Choose physical quantity: (0) position, (1) speed, (2) acceleration,

la opcién para este bloque es 0.

Bloque de medicion de velocidad lineal (CMTS_SpeedSensor)

Como en el caso del bloque CMTS_PositionSensor se trata de la implementacién del bloque
genérico CMTS_GenSensor cuya entrada se conecta a la salida de un bloque que representa
alguna modalidad de masa traslacional absolutas, lo cual se indica mediante un cuadro de
didlogo que acepta tres posibles valores enteros: 0, 1 y 2, respectivamente.

e Choose physical quantity: (0) position, (1) speed, (2) acceleration,

la opcién para medir velocidad utilizando este bloque es 1.

Bloque de ganancia de una cantidad fisica (MBM_Gain)

Este bloque recibe como entrada una senal fisica proveniente de cualquier bloque de
coselica y produce como salida una senal del mismo tipo, pero multiplicada por el valor
del parametro adimensional k, el cual se modifica al hacer posicionar el apuntador sobre el
bloque y oprimir dos veces el botén izquierdo, para mostrar el cuadro de didlogo

e K [-]: Gain value multiplied wih input signal
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Bloque de funcion senoidal (MBM_Sin)

Este bloque acepta como entrada una senal de coselica y como salida el valor del seno.
A diferencia del bloque correspondiente en scilab, no se trata de un bloque configurable,
su amplitud es 1 y el angulo de fase es 0.

Bloque de transductor de senal fisica a senal numérica (CBI_RealOutput)

El tipo de senal que maneja coselicatiene caracteristicas distintas de las senales de xcos,
razén por la cual, para aprovechar todas las posibilidades de calculo y manejo de senales
que ofrece xcos, es necesario efectuar una conversion. Esto se logra a través del bloque
CBI_RealOutput.

Bloque para enviar senal al espacio de trabajo (TOWS_c)

Este bloque recibe una senial de xcosy la transforma en una estructura de datos en el
espacio de trabajo de scilab. Sus parametros son

e Size of buffer: se refiere al nimero de valores que, en cada simulacion, se transfie-
ren al espacio de trabajo de scilab. Si T es el tiempo total de simulacion y h es el
tamano de paso del algortimo de integracién numérica.

e Scilab variable name: identificador bajo el cual se almacenara los valores de la
variable que se exporta.

e Thnerit (n:0, yes:1): heredar, en este contexto, significa que la senal de este blo-
que poseera las mismas caracteristicas de la senal de salida del bloque de la que
procede.

El resultado de utilizar este bloque en el espacio de trabajo en scilab es una estructura
de datos en la cual los campos son los vectores

e nombre.time El ntiimero de componentes de este vector es igual al nimero de datos
determinado por el parametro Size of buffer.

e nombre.values El niimero de componentes de este vector es igual al nimero de datos
determinado por Size of buffer.

Bloque de multiplicacion de cantidades fisicas

Efecttia la multiplicacion de dos senales en el tipo de datos de coselica.
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= = "

CMTC_Mass MMT _SpringDamper MMT _Spring
CMTS_PositionSensor CMTS_SpeedSensor CBl_RealOutput
MBM _Gain MBM_Product MBI _Sin

Figura 54: Bloques en coselica utilizados en el ejemplo de cuarto de vehiculo.

Resultados de la simulacién

Teiveee

Paosicion

Y
Ll

Tiempo.

Figura 55: Respuesta simulada del modelo del cuarto de vehiculo.
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To workspace
A [300]

U= 12V

R= 500
C= 6pf
L =100 mH

Figura 56: Diagrama del circuito RLC serie utilizando coselica.

Los parametros empleados en la simulacién fueron

M = 1750 kg, k1 = 130000 N /m, ¢ = 9800 N-s/m (7.3)
m = 20kg, 5 =1000000N/m, 2(0) =0, (7.4)
2(0) = 0, 4(0) =0, 2(0) = 0. (7.5)

La figura 55 muestra la respuesta a una rugosidad senoidal utilizando dichos parametros.
La entrada es una funciéon senoidal con amplitud de 10 cm y, de acuerdo con la gréfica,
inicialmente la variable 2o efectia un movimiento de amplitud considerable (poco mas de
20 cm), el cual rapidamente decrece hasta un valor estacionario reducido, debido a la accion
de los amortiguadores. La grafica también muestra un decrecimiento, apenas perceptible,
en la amplitud del movimiento del la masa inferior z1, la cual, a diferencia de z5, permanece
muy cerca de su amplitud inicial. Este efecto se explica facilmente al tomar en cuenta que
el modelo no contempla amortiguamiento en la parte inferior del cuerpo de masa m.

Modelo en coselica del circuito RLC serie

La figura 56 exhibe el diagrama de un circuito serie RLC tal y como se simula utilizando
coselica. El modelo de este circuito, utiliza, ademas de los bloques de reloj generador de
eventos, conversion de senal fisica a senal numérica, graficacion y exportar datos al espacio
de trabajo, se incluyen cinco bloques que pertenecel al submenii de componentes eléctricos
de coselica tierra eléctrica, fuente ideal de voltaje, resistor, bobina inductora, capacitor
y medidor de voltaje, los cuales se describen en los siguientes apartados

Tierra eléctrica (MEAB_Ground)

Todo diagrama que incluya componentes eléctricos en coselica debe de incluir, en alguna
parte del circuito, la especificacién de un punto de referencia o tierra. Esto bloque solamente
posee una conexion de entrada y se puede hallar bajo coselica-Electrical-Basic.
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Fuente ideal de voltaje (MEAS_StepVolt)
Produce un voltaje ideal descrito por la funcién escalén con los siguientes parametros

e V[V]: Height of step: amplitud del incremento del voltaje con respecto al valor
inicial al momento del inicio.

e offset [V]: Voltage offset: valor del incremento que sufre el voltaje de salida
del bloque al momento del inicio.

e startTime [s]: Time offset: valor, en segundos, de la variable que representa al
tiempo el cual ocurre la transicion del voltaje inicial al voltaje final.

Este bloque posee dos puertos que, a diferencia de los bloques de xcos , no representan
entradas ni salidas, sino conexiones de conductores eléctricos. Tanto el bloque izquierdo
como el derecho pueden hallarse conectados a tierra o a otros componentes. Se le encuentra
en el ment coselica-Electrical-sources.

Resistor (MEAB_resistor)

Este bloque representa una resistencia eléctrica y sus puertos representan conexiones eléc-
tricas. Sus tinico parametro es

e R [0Ohm]: Resistance: indica el valor de la resistencia.

Se le halla en el ment coselica-Electrical-Basic.

Robina inductor (MEAB_Inductor)
Este bloque representa un inductor lineal ideal, su tnico parametro es
e L [H]: Inductance: la inductancia en Henrios [V-s/A].

Se le halla en el mennu coselica-Electrical-Basic de xcos .

Capacitor (MEAB_Capacitor)

Este bloque representa un capacitor eléctrico lineal ideal. Posee dos puertos de conexién y
tiene el parametro

e C[F]: Capacitance: representa la capacitancia en faradios.

El bloque de capacitor se encuentra bajo el mentu Coselica-Electrical-Basic de xcos .

Medidor de voltaje (MEAS_VoltageSensor)

Representa un voltimetro y posee tres puertos: dos de ellos representan conexiones eléctricas
con otros componentes, los cuales se indica con un cuadro ya sea blanco o azul, y el tercero
representa la salida de senal, que por lo comin es necesario convertir a senal numérica de
xcos para poder graficar o procesar. Esto bloque carece de parametros configurables y se
le encuentra bajo el submenti Coselica-Electrical-Sensors de xcos .
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Registro, visualizacién
y almacenamiento

Figura 57: Arreglo para la determinacion de la curva de respuesta en velocidad de un motor
de CD.

7.7 Sistemas experimentales

En esta seccion se describen algunos sistemas fisicos de configuracion sencilla, a tra vés
de los cuales se pretende ilustrar las problemaética relacionada con la determinacion de los
parametros en los modelos fisicos.

Caso de estudio: determinaciéon de parametros de un motor a partir
de su respuesta transitoria

Para este ejercicio se requiere del siguiente instrumental y equipo

e Un motor de corriente directa.

Un tacometro (o en su defecto un encoder incremental).

Una fuente de poder.

e Un modulo de adquisicion de datos para el registro y visualizacion de la informacion.
Puede ser una tarjeta de adquisicion de datos conectada a una computadora, o bien
un osciloscopio digital con capacidad de almacenamiento y descarga de informacion.

Un esquema del sistema se muestra en la figura 57. Se acopla rigidamente una masa (un
disco, una barra simétrica, etc.) al rotor, al mismo tiempo que se acopla con el encoder,
de tal manera que todo el movimiento rotacional quede resgistrado y capturado en la
computadora. Partiendo del reposo, se aplica al motor un voltaje escalon (generalmente por
medio de una sefial PWM) y se registra la posicion angular desde el inicio del movimiento
hasta que resulte notorio que el sistema motor-masa giratoria acoplada ha alcanzado una
velocidad constante fija. Una vez concluido el experimento, se realizan fuera de linea los
datos registrados. Se realiza una grafica de la posicion como funcién del tiempo.

Se puede aplicar una férmula de derivaciéon numérica a los datos de la grafica, pudiendo
graficar de manera aproximada a la derivada. A partir de la forma de la curva, contestar
las siguientes preguntas.

1. ¢ A qué clase de sistema se asemeja la curva de la respuesta en velocidad determinada
por los calculos aproximados? j De primer orden, de segundo orden sobreamortiguado,
o de seguno orden subamortiguado?
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i

Figura 58: Diagrama del modelo del motor de CD en coselica.

De acuedo con su respuesta a la preugunta anterior, ;Cuéles son los parametros de
la curva de respuesta?

Determinacién de aproximada de la inductancia de un motor de CD

En el modelo que sirve para elaborar la funciéon de transferencia de un motor de CD,
resultan importantes la inductancia y la resistencia. Para efectuar dicha tarea se requiere
el siguiente equipo

Un motor de CD, el objeto de la medicion.

Un generador de senales, que permita generar senales de baja frecuencia.
Un voltimetro.

Un amperimetro o un sensor de corriente.

Una proteccién contra corriente, por ejemplo, un relevador acoplado con el sensor de
corriente, con el disparo programado en caso de que la corriente en el rotor exceda el
valor nominal.

Un freno mecénico.

Un osciloscopio.

El procedimiento es sencillo: se monta fijamente el estator y por medio del freno mecénico
se inmoviliza el motor, se aplica un voltaje senoidal u(t) = wg cos(wt) con una amplitud
reducida, aproximadamente la sexta parte del voltaje nominal y se mide la corriente, circula
por el devanado a raiz de la aplicacion del voltaje, la corriente tendra el valor i,(t) =
ig cos(wt+¢). Ademas de medir la magnitud, cerciorarse de que la forma de onda, detectada
por el oscilocopio, sea senoidal. Una vez que se han efectuado las mediciones y desconectado
el circuito. Se puede calcular la impedancia

2] =2 (7.6)

10
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Por otra parte, por medio del 6hmetro, se efecttia la medicién de la resistencia entre las
terminales del rotor, obteniendo R, por medicién directa. Por la definicién de impedancia
en régimen senoidal
|Z|* = R2 + X3, (7.7)
donde
XL =wlL (78)

es la reactancia inductiva correspondiente a la frecuencia w, a partir de la cual se puede
obtener el parametro buscado. Combinando (7.6), (7.7) y (7.8)

Uuo
2
0 _Re
20
w

L= , (7.9)

tomando en cuenta que la frecuencia angular en Herz f, se relaciona con la frecuencia
en radianes por segundo a trvés de w = 27 f, y que generalmente los valores practicos se
expresan en estas altimas unidades, la determinacion de la inductancia por este método se
realiza a través de la formula

r=1+2% (7.10)

Medicién de la constante de par de un motor de CD

En el modelo matematico del motor de corriente directa con excitaciéon independiente se
utiliza la expresion aproximada para el calculo del par de origen eléctrico, producto de la
repulsion entre la armadura y los campos, como

Teléctrico = kriw (7.11)

El objetivo de la medicién experimental es determinar una cantidad significativa de puntos
de la curva Tyectrico VS- 1o para obtener la pendiente k, en la region de interés, es decir,
para valores del torque Tgectrico ¥ 1a corriente de armadura i, en los que operaré el motor.
Los accesorios para este experimento son

e Un motor de corriente directa.

Una fuente de alimentacion.

Un freno de Prony.

Un dinamoémetro o sensor de fuerza.

e Un amperimetro o un sensor de corriente.

e Un voltimetro.

Accesorio de proteccion contra sobrecorriente.
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Como paso previo al empleo del freno de Prony, es necesario conocer el valor del coefi-
ciente de friccion entre sus puntos de contacto. Se pone en funcionamiento el motor y se
acciona el freno, procurando no detener el giro del disco, esperar breves instantes a que la
velocidad se mantenga constante. Conociendo el didmetro del disco y el brazo de palanca
del dinamémetro se determina el par desarrollado por el motor. Se repite la medicién para
varios valores del par, registrando, en cada caso, valor de la corriente de armadura que
corresponde al valor medido del par. Cuando se hayan obtenido varias parejas de puntos
(Tolectricosta) se realizan la grafica de los datos experimentales y se obtiene la pendiente
de la mejor recta en dicho plano. Idealmente serd una recta que pase por el origen. Las
precauciones usuales:

e Evitar el funcionamiento del motor a bajas velocidades durante periodos prolongados.

e En caso de contar con datos de placa, evitar la valores de corriente que excedan el
valor nominal de la corriente del motor.

e Evitar operar el freno de friccion durante periodos excesivos sin enfriamiento, ya que
la exposicién frecuente a altas temperaturas puede cambiar el coeficiente de friccion,
o bien pueden desprenderse particulas cuya inhalacién resulta altamente toxica, como
en el caso del asbesto.

Caso de estudio: curva de respuesta de un sistema de calentamiento
por resistencia
El objetivo de este procedimiento es determinar experimentalmente la funciéon de transfe-

rencia de un sistema que tipicamente se considera de un sistema de primer orden. El equipo
y material empleado se describe a continuacion:

e Un recipiente conteniendo alrededor de 15 litros de agua a temperatura ambiente.

e Una resistencia eléctrica para calentar agua de uso domeéstico (entre 500 y 1000 W,
127 V AC).

e Un sensor de temperatura.
e Un sistema de adquisicién de senales.

e Un arreglo de dos multimetros o su equivalente para la medicién y monitoreo de la
potencia instantanea.

e Una computadora, portétil o de escritorio.

El esquema se muestra en la figura 59.

El experimento consiste en que, partiendo de la temperatura ambiente, se energiza repenti-
namente la resistencia sumergida en el agua y esta comienza a calentarse. Se monitorea en
tiempo real la serie de valores de la temperatura, teniendo cuidado de registrar el instante
de tiempo en el cual se registra cada valor de temperatura. Algunos detalles sobre este
experimento:
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Figura 59: Esquema del equipo experimental de calentador.

Observar en todo momento las medidas de seguridad y cuidado del equipo: no realizar
conexiones en superficies mojadas, evitar contacto accidental entre el agua y los conductores
eléctricos, evitar que la resistencia entre en contacto con el sensor, etc.

El tiempo de muestreo, dada la dinamica del sistema puede ser de un segundo sin temor a
perder informacion relevante.

Debido a la diferencia de escalas de tiempo entre el fenémeno de calentamiento del recipiente
y el ciclo de la corriente alterna, aunque la disipacion de potencia por efecto Joule varia
senoidalmente, en lo que respecta a la masa de agua la potencia es una entrada escalén con
un valor igual al valor eficaz de la potencia. De esta manera, el sistema puede considerarse
como un sistema térmico al cual se le aplica como entrada una fuente de calor en forma de
funcién escalén.

El tiempo de duraciéon del proceso de calentamiento es alrededor de 20 minutos, depen-
diendo de la temperatura inicial del agua y la temperatura ambiente.

Una vez alcanzado un valor aproximadamente constante de la temperatura, detener el
calentamiento. Detener el experimento en caso de que comience la ebullicién, en ese caso,
buscar una mayor masa de agua o limitar la disipacién de potencia del calentador.
Monitorear la potencia instantanea, ya que las fluctuaciones del voltaje en la red de su-
ministro, asi como las variaciones en el control de calidad del resistor pueden tener como
consecuencia que el suministro real de calor durante la realizacién del experimento no
coincida con la potencia nominal de la resistencia.

En la figura 59 se muestra esqueméticamente en montaje experimental: la resistencia eléc-
trica sumergida dentro del liquido, se conecta a un suministro de corriente alterna. La
potencia disipada en forma de calor dentro del tanque es aproximadamente igual a la po-
tencia eléctrica instantanea, la cual puede determinarse con ayuda de los instrumentos de
medicién, voltmetro y amperimetro, acoplados en paralelo y en serie, respectivamente, con
la resistencia. Se coloca un sensor de temperatura lo mas cercano al centroide del volumen
del liquido, pero debidamente alejado de la resistencia, de tal manera que el voltaje produ-
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cido sea indicador confiable de la temperatura media del liquido. La voltaje del termopar
sera una cantidad proporcional a la temperatura en la zona de medicion T'(t).
Una vez efectuado el experimento, responder a las siguientes preguntas:

1. ;Qué forma tiene la gréafica de temperatura como funcién del tiempo?
2. ;Cual es el valor estacionario de la temperatura?

3. A partir de la respuesta a la pregunta anterior y conociendo la potencia efectivamente
monitoreada, determinar la ganancia entre la entrada y el valor estacionario de la
salida.

4. ;Cuél es el tiempo de asentamiento?
5. A partir de la respuesta anterior, determinar la constante de tiempo.

6. Con los resultados de los calculos efectuados, determinar la funcién de transferencia
aproximada.

7. Considerando la potencia aplicada como una funcién escalén con la magnitud que
se aplicdé durante el experimento, efectuar la simulacién empleando la funcién de
transferencia obtenida por este procedimiento. Graficar la salida comparada con los
valores reales.

Determinaciéon indirecta del coeficiente de friccion en un péndulo
simple

La medicién del coeficiente de fricciéon viscosa a partir de las cantidades involucradas en la
definicion, implica la necesidad de examinar el componente en cuestion de manera aislada,
lo cual resulta imposible en muchas ocasiones. En sistemas lo suficientemente sencillos, en
los que es posible visualizar directamente el papel que juegan en la funcion de transferencia
los pardametros como la masa, la gravedad y el coeficiente de fricciéon viscosa, una alternativa
consiste en efectuar mediciones experimentales y comparar estas mediciones con el resultado
de una simulacién en la que se emplean parametros facilmente medibles y valores supuestos
de los parametros inaccesibles, en este caso particular, el coeficiente de friccion viscosa. Se
comparan los resultados de la simulacién y en caso de que no coincidan se corrige el valor
propuesto del parametro desconocido, repitiendo el proceso hasta lograr que la grafica de
la simulacién conicida con la grafica de los valores experimentales.

El equipo necesario en este experimento, es el que se detalla a continuacién:

1. Un péndulo consistente en una varilla rigida, con una masa fija en su extremo inferior
y unido a un soporte superior por medio de un pivote de tal manera que su movimiento
se encuentre limitado a efectuarse en un plano vertical. La masa del extremo debera
ser de al menos cinco veces la masa de la varilla.

2. Un elemento de mediciéon de la posicion angular, con una resoluciéon de al menos 1° .
Puede emplearse un codificador o encoder optico o de efecto Hall.

3. Un sistema de adquisicion, visualizacion y/o registro de datos, tal como una tarjeta
DAQ conectada a una computadora con su respectivo software.
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Adquisicion de sefiales

Encoder

To workspace
dtheta [200000]

To workspace
theta [200000]

Figura 61: Diagrama de bloques para la simulacién del péndulo simple.

4. Un goniémetro o transportador para medir la posicién inicial de los desplazamientos.

El esquema del péndulo simple se aprecia en la figura 60.

La simulacién por medio de diagrama de bloques se indica en la ilustraciéon 61. En la figura
61 se muestra el diagrama de bloques de simulacién, elaborado en xcos que fue empleado
para producir los resultados de la figura 62.

7.8 Notas y referencias

El uso y descripcién detallada sobre scilab y las versiones anteriores de xcos se en-
cuentran completamente descritos en [Campbell et al.; 2011], una referencia que se en-
foca a los aspectos mas relevantes de las versiones mas recientes se puede encontrar en
[Scilab-Enterprises, 2013]. En las referencias [Tiller, 2001] y [Fritzon, 2004] se puede hallar
una descripcién mas extensa del lenguaje y del estdndar modelica.
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Velgcidad angular.
Posicion angular.

t + t
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Figura 62: Graficas de la simulacién del péndulo simple.
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Apéndice A
Sobre ntimeros complejos

Todo lo que puede ser imaginado es real.!
-PABLO Picasso

A.1 Aspectos basicos sobre los niimeros complejos

Un ntmero complejo z, es una pareja de niimeros reales x, ¥, tales que se pueden ordenar
de la siguiente manera
s=s+jy, (A1)

donde el simbolo j denota la unidad imaginaria, la cual cumple con la siguiente e importante
propiedad

j% = —1 o, de manera equivalente j = v/—1. (A.2)

Al niimero real x se le conoce como parte real y al nimero real que multiplica a la unidad
imaginaria, se le denomina parte imaginaria y se denotan respectivamente como

x=Rez y=Imz. (A.3)

Otra importante definicién es la de conjugado complejo. Si z = x + jy es un ndmero
complejo, su conjugado complejo es el nimero complejo obtenido al invertir el signo de la
parte imaginaria.

Z=x—jy. (A.4)

Las operaciones con nimeros complejos pueden considerarse, para todos los efectos practi-
cos, como la aplicacion de las reglas del algebra, anadiendo las definiciones (A.1) y (A.2).
Los ntimeros complejos pueden representarse en un plano cartesiano particular, denomi-
nado plano de Argand, que se ilustra en la Figura 63 donde la parte real es la abcisa y
la parte imaginaria la ordenada; a esta representaciéon se le denomina forma cartesiana.
Alternativamente, se puede representar a cada namero complejo en forma polar: el radio es

1Esta cita resulta bastante pertinente al recordar que aun hoy en dia, existe mucha gente instruida que
sigue considerando de manera confusa a los ntimeros complejos como un sinénimo de fantasia.
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PO .
v
&

Figura 63: El plano complejo.

la longitud de un segmento trazado desde el origen de coordenadas al punto que representa
al namero complejo z y el angulo, o argumento (valor principal) es el angulo que dicho
segmento forma con respecto al lado derecho del eje horizontal, al cual se le conoce como
eje real, mientras que el eje imaginario se denomina eje imaginario; a esta segunda repre-
sentacion se le conoce como forma polar. La forma polar y la forma cartesiana se relacionan
por

T = p cos p, y = pseny (A.5)
p=+12+y? tanp = % (A.6)
La suma de los dos nimeros complejos zy = 1 + Y17 ¥ 22 = T2 + y2j se obtiene como
21+ 22 = (@1 + 22) + (y1 + y2)J. (A.7)
El producto de los niimeros complejos es, por su parte
z12z2 = (21 + jy1)(T2 + jy2) = 2122 — Y1y2 + j(T1y2 + T201). (A.8)
La divisiéon de niimeros complejos se puede expresar como

2w+ jy Tty T2 — jye

Zo X2t JY2 T2t Y2 T2 — Jyo
2 mrat+yiye | (nre — 1Y)

2.2 2.2
Z2 5+ Y3 5+ Y3

(A.9)

En inverso multiplicativo, o simplemente inverso, de un nimero complejo z = x + jy es

L ey
T2

= — A.10
z  x?4y? (A.10)
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Para un ntimero complejo z # 0 se tiene 2° = 1. Esto permite definir las potencias de
cualquier nimero complejo

n n—1 n

1
M=z-2" y2z "= —, paraz #0. (A.11)
zTL

En el manejo de nimeros complejos, una ademés de la forma algebraica, una representacion
analitica de la forma polar que resulta conveniente es

z = pel?, para z # 0. (A.12)
donde la exponencial compleja tiene el siguiente significado
eI¥ = cos p + jsen . (A.13)

La expresion (A.12) resulta muy ttil para representar las operaciones de multiplicacion,
divisiéon, potenciacion, radicacion e incluso logaritmos.






Apéndice B
Operaciones basicas con matrices

Computer science is no more about computers than astronomy is about telescopes’
~EDSGER DIJKSTRA

B.1 Definiciones y operaciones basicas

Definicion de matriz

Una matriz definida sobre un campo de nimeros es un arreglo rectangular de cierto ntmero
de filas y de columnas, cuyos componentes son ntmeros, los cuales pueden ser reales o
complejos. Se acostumbra utilizar letras maytusculas del abecedario para referirse a las
matrices. Por ejemplo, una matriz A que consta de nimeros reales agrupados en tres filas
y dos columnas denota por A € R3*2. En general, se dice que una matriz de m filas y
n columnas pertenece a R™*"™ si sus componentes son nimeros reales o bien pertenece a
C™*™. Dado cualquier entero ¢ € {1,2,...,m} y cualquier j € {1,2,...,m}, el elemento
que se encuentra en la interseccion de la i-ésima fila y la j-ésima columna de la matriz A
se denota como a;;. Por ejemplo, si A € R3*2 esta dada por

2 -1
A= 0 4 , (B.1)
3 2
entonces a1; = 2, a1 = —1, as; =0, ases = 4, az; = 3y aze = 2. Similarmente, la matriz
compleja B € C**2 indicada por
J o —J
B= 27 0 (B.2)
—27 3
tiene los elementos bll = j, b12 = 7_]., b21 = 2_]7 b22 = 0, b31 = 72‘]', 631 = 3. Las

componentes de una matriz también pueden ser funciones, reales o complejas, de una o

1Edsger Dijkstra (1930-2002). Matemaético holandés y cientifico de la computacién, con innumerables
contribuciones a las ciencias de la computacion.
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mas variables, por ejemplo

et ¢
D(t) = 1 e3¢t . (B.3)
cost e‘cost
En general se denota a una matriz arbitraria como A = [a;;],1=1,2,...,m,j=1,2,...,n
como
ail a21 A1n
agz1 422 A2n
A= (B.4)
Am1 Am2 et Amn

Las matrices que constan de una sola columna o de una sola fila se conocen como vectores
columna o vectores fila y se acostumbra indicarlos con letras mintsculas. Cuando queda
claro el contexto, se acostumbra denotar a los vectores columna y a los vectores fila, cuando
sus components son reales, como pertenecientes a R”, en lugar de R”*! o R "™, respecti-
vamente. La misma observacién es cierta en el caso de los vectores complejos. Una matriz
cuadrada de orden n es una matriz que tiene el mismo ntumero n de filas que de columnas.

Por ejemplo la matriz
1 2

es una matriz cuadrada de segundo orden. Los elementos de una matriz para los cuales
el numero de columna es igual al nimero de fila, se denominan elementos de la diagonal
principal. Por ejemplo, los elementos de la diagonal principal de la matriz @ (B.5) son 1 y
—1. Una matriz cuadrada en la cual, todos los elementos son ceros, exceptuando a los de
la diagonal principal, se le denomina matriz diagonal. Si los componentes de la diagonal
principal de una matriz diagonal son iguales, se denomina a esta matriz matriz escalar.
Una clase de matriz escalar muy empleada, es la llamada matriz identidad. Por ejemplo, la
matriz identidad de tercer orden es

1.0 0
I=(0 10 (B.6)
00 1

Matriz transpuesta, conjugada transpuesta

A la matriz de n filas y m columnas que se obtiene al intercambiar las filas por las columnas
de una matriz de m filas y n columnas se le denomina matriz transpuesta de la matriz
original. Asi la transpuesta de la matriz (B.4) es la matriz [a;;], indicada como

aix a2 v am1

T a12 Q22 - Am?2
AT=| : (B.7)

A1p A2n " Gmn

Una matriz A que es igual a su transpuesta, es decir A = A7 se denomina matriz simétrica,
mientras que si es una matriz tal que A = —A”| es decir a;; = —aj;, se le denomina matriz



B.1. DEFINICIONES Y OPERACIONES BASICAS 191

antisimétrica. Las matrices diagonales son casos obvios de matrices simétricas. La conjugada
transpuesta de una matriz C € C™*™ se obtiene transponiendo y obteniendo el complejo
conjugado de cada uno de los componentes y se denota como C* = [¢;;]. Una matriz
cuadrada se denomina hermitiana si C' = C*, mientras que es antihermitiana si C = —C'*.

Suma de matrices

La operacion de adicion (o suma) de dos matrices A y B esta definida solamente entre
matrices que poseen el mismo numero de filas que de columnas y se denota como A+B = C,
donde [¢;; = a;; + b;;]. Por ejemplo la suma de las matrices indicadas en (B.1) y (B.2) es

2 -1 o= 245 —1—j
A+B=|0 4 |+( 25 o |=| 2 4 . (B.8)
32 —2j 3 3-2j 5

Multiplicacién de matrices por escalares

El producto de la matriz A con el escalar (ntunero real o complejo, o funcion) ¢ es la matriz
cA = [ca;j]. Por ejemplo, el producto del namero 3 con la matriz (B.1) es

6 —3
34=[ 0 12 |. (B.9)
9 6

Multiplicacién de matrices

El producto de dos matrices A y B, en ese orden, es una operacion que solamente se puede
realizar si el numero de columnas del primer factor es igual al nimero de filas del seqgundo
factor. El resultado es una matriz que que posee el mismo namero de filas del primer factor
y el mismo nimero de columnas del segundo factor. Si existe el producto AB, se dice que
la matriz A premultiplica a la matriz B, o bien, que la matriz B postmultiplica a la matriz
A. Si A es una matriz de m x p y B es de dimensiones p x n elemento ¢;; de la matriz
C = AB se obtiene de acuerdo con la formula

P
cij =Y axby;  para  i=12..m,  j=12..n (B.10)
k=1
Por ejemplo, el producto de las matrices
-1 1 4 0
we (30w (0 .-

o —1-441-(=5) —1-041-1Y\ [ -9
MR_( 2443 -5 2.0+3~1)_( 7

es

; ) . (B.12)



192 APENDICE B. OPERACIONES BASICAS CON MATRICES

B.2 Determinantes, inversas y sistemas de ecuaciones

Determinante de una matriz

En principio un determinante es una funcién que a cada matriz cuadrada le asocia un valor
numérico, calculado a partir de todos los productos de n factores, tomando uno de cada
columna. Un escalar se puede considerar como una matriz de 1 x 1 y su determinante es
igual al mismo escalar. El determinante de una matriz cuadrada de 2 x 2, es

det @ a2 = 11022 — A210A12. (B].?))
a1 a22

Para definir al determinante de una matriz de orden n, Se recurre a la nocion de cofactor.
El cofactor del elemento a;;, indicado por cof(a;;), es el determinante que se obtiene tras
multiplicar por (—1)**/ al determinante de orden (n — 1) X (n — 1) obtenido al suprimir
la i-ésima fila y la j-ésima columna. De esta forma, el determinante de la matriz A = [a;;]
se puede definir como la suma de los productos de los elementos de la primera fila por sus
respectivos cofactores.

det A = Za1k -cof(ayg)- (B.14)
k=1

En realidad el desarrollo se puede hacer con los elementos y los cofactores de la segunda
fila, la tercera o la tltima. También se puede efectuar usando cualquiera de las columnas.

Matriz inversa

La inversa de una matriz A es la matriz, denotada por A1
AAT =ATTA=1T. (B.15)

Una manera de efectuar el calculo de la inversa de una matriz es por medio de la férmula

cof(ayy) cof(aia) -+ cof(aiy) r
1 cof(az1) cof(age) -+ cof(asy,)
_ (B.16)
det A : . :
cof(an1) cof(anz) -+ cof(ans)

En realidad el calculo de inversas por medio de la férmula (B.16) solamente tiene fines
informativos y no es una técnica numéricamente eficiente.
Matrices y sistemas de ecuaciones

Considérese un sistema de n ecuaciones algebraicas con n incognitas
a1171 + 12T + - + A1pTy = by
(2171 + 22T + *+* + A2pTp = b2
(B.17)

Ap121 + Ap2Z2 + - + AppTn = bn
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el cual puede escribirse en forma matricial

ai; a2 -+ Qin by
T1
a21 Q22 -t A2p bo
Z2 = . , (B.18)
w ’
an1 an2 T Ann " bn
es decir
Az =b. (B.19)

Las demostrasciones de las siguientes afirmaciones se pueden consultar en cualquier texto
de algebra lineal

1. El sistema tiene una solucién tGnica z = A~'b si y solamente si det A # 0.

2. El sistema homogéneo Ax = 0 tiene solamente la solucién trivial si y solamente si
det A # 0.

3. El sistema homogéneo Az = 0 tiene soluciones no triviales si y solamente si det A = 0.

B.3 Valores y vectores propios

Valores propios y vectores propios

En muchas aplicaciones de indole diversa, dada una matriz cuadrada A, se requiere hallar
vectores v # 0 tales que la premultiplicacion de la matriz A por el vector v sea equivalente
a multiplicar al vector v por un escalar A, es decir, se buscan v y A tales que se cumpla la
ecuacion

Av = Xv (B.20)
Esta identidad motiva la siguiente definicion

Definicién 11 Se dice que el escalar \ es un valor propio ? de la matriz A si existe un
vector v # 0 tal que A y v satisfacen la ecuacion (B.20). Al vector v se le denomina vector
propio asociado con el valor propio \>.

Una manera de obtener los valores propios de la matriz A es reescribiendo la ecuaciéon
(B.20)

Av—Av =0

(B.21)
(M —A)v =0,

donde I es la matriz identidad. La segunda de las ecuaciones (B.21) se obtuvo factorizando

v de la primera y tomando en cuenta que v = [v, y a dicha ecuacién se le conoce como

ecuacion caracteristica (en forma vectorial) de la matriz A. El problema de valores propios

puede, por lo tanto plantearse como el problema de hallar la solucién no trivial de un

2Con frecuencia se escucha la expresion eigenvalores, adaptacion del inglés eigenvalues, que a su vez
proviene del aleman FEigenwert, *valores propios’.
3También conocidos como eigenvectores.
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sistema homogéneo de ecuaciones algebraicas lineales. La condicién de que dicha solucién
exista es que la matriz Al — A sea singular, de otra manera se podria resolver el sistema al
premultiplicar ambos miembros de (B.20) por la inversa (A — A)~!, dando como resultado
la solucioén trivial v = 0, la cual no resulta admisible para el problema de valores propios.
La condicién de singularidad equivale a que el determinante del sistema de ecuaciones se

anule, es decir
det(A\T — A) =0. (B.22)

El lado izquierdo de (B.22) se conoce como polinomio caracteristico de la matriz A, puesto
que al desarrollarlo el resultado es un polinomio de grado igual al orden n de la matriz. Por el
teorema fundamental del algebra, existen exactamente n raices del polinomio caracteristico,
por lo tanto, la matriz de orden n posee n valores propios, que pueden ser reales o complejos.



Apéndice C
Transformada de Laplace

La naturaleza se rie de las dificultades de la integracion’
~PIERRE-SIMON LAPLACE

La transformada de Laplace es una técnica que permite obtener la soluciéon de cierta
clase de ecuaciones diferenciales aplicando operaciones algebraicas. El procedimiento con-
siste en obtener la transformada de ambos miembros de una ecuaciéon diferencial, lo cual
produce una expresiéon maéas sencilla que se puede manipular y resolver algebraicamente
para obtener la transformada de Laplace de la funcién incognita. Para obtener la solucién
se busca una funcién tal que, al aplicarle la transformacion de Laplace, coincida con la
transformada obtenida en el paso anterior, esta operacién se conoce como transformacion
inversa de Laplace. Para enfatizar la diferencia entre una u otra operacion, bastantes au-
tores utilzan el término transformada directa de Laplace para referirse a la transformada
de Laplace. El valor de la transformada de Laplace radica no solamente en la posibilidad
que brinda de resolver ecuaciones diferenciales, sino también en proporcionar informacién
sobre el comportamiento de las soluciones y por lo tanto sobre el comportamiento dindmico
de los sistemas fisicos que estas representan.

C.1 Transformada de Laplace

La transformada de Laplace de una funcién es una transformacién integral que aplicada a
una funciéon f(t) da como resultado

LU0 = / T et f () de (1)

La integral impropia (C.1) es una funcion de la variable compleja s y converge siempre que
se cumplan dos condiciones

IPjerre-Simon Laplace (1749-1827). Astronomo, fisico y matematico francés. Estudio la integral que
lleva su nombre en el contexto de problemas de probabilidad.

195
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e La funcion f(t) es continua, o bien tiene solamente un nimero finito de discontinui-
dades y estas son discontinuidades por salto, ademés, el incremento de la funcién en
cada punto de discontinuidad solamente toma valores finitos.

e La funcion es de orden exponencial, es decir, existen constantes positivas M,a y tg
tales que
|f(t)] < Me™, para t > t. (C.2)

La transformada de Laplace de la funcion f(t) suele indicarse como f(s), es decir

LD} = F(s). (C.3)

Si la derivada %(tt) retne las condiciones de existencia para la transformada de Laplace,

entonces la transformada de la derivada puede expresarse de una manera muy simple, si se

conocen f(s) = L{f(t)} y f(0), esto es

df (t) /°° _at df(2)
—= = St dt
E{ dt } . ¢ Tat
aplicando integraciéon por partes (C.4)

= efStf(t)ﬁiOJr/O se S f(t) dt.

La condicién (C.2) implica que el primer término tiene el valor - f(0) (el valor de la funcion
—f(t) cuando t = 0), mientras que la integral, puesto que el pardmetro s no depende de
la variable de integracion y por lo tanto puede escribirse como un factor fuera del signo de
integral, conducen al conocido resultado

E{d{lit)} = f(0) +s/oooe—stf(t)dt
L{f'(6)} = sf(s) = £(0).

Aplicando la relacion (C.5) a la derivada f/(t) se obtiene la férmula para la transformada
de Laplace de la segunda derivada

(C.5)

ety =se {2 - 1o
= s(sF() = £0)) - 0
= 2f(s) = 3(0) = /(0.

En la ecuacion (C.6), f(0) y f'(0) son los respectivos valores numéricos de f(t) y f'(t)
cuando ¢t = 0. El procedimiento se puede efectuar de manera recurrente y arrroja como
resultado

(C.6)

L { dtlj;gt) } =5"f(s) —s" 7 f(0) = s"T2f(0) — - — sfTD(0) — f"TH(0). (C.7)
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En la ecuacion (C.7), &) (0), para k =1,2,...,n—2,n — 1, significa la derivada de orden

k, de f(t), es decir d’;{,ﬁ” evaluado en t = 0. Supongamos ahora que la funcion f(¢) tiene

transformada de Laplace y ademaés es la derivada de alguna funcion o(t):

o'(t) = f(t), (C.8)

esto implica

¢
o) = [ f0dt. v 40) =0, (©9)
0
Teniendo en mente estas relaciones, la transformada de Laplace de f(t) es

fls) = LLFO)} = L{¢ (1)} = 58(5) — (0)
ps) = —,

S

esto quiere decir .
L {/0 f@) dt} = éﬁ{f(t)}. (C.11)

La transformada de Laplace de una matriz (o vector) cuyas componentes son funciones, es
simplemente la matriz cuyas componentes son las respectivas trasnformadas de Laplace de
las componentes.

C.2 Transformada inversa de Laplace

La transformada inversa de Laplace responde al problema de que conociendo a la funcion
f(s) de la variable compleja s, se busca obtener una funcion f(t) tal que

LD} = F(s). (C.12)

La funcion buscada, f(t), se conoce como la transformada inversa de Laplace de f(s)7 y se

le denota como R
1) =7 { )} (C.13)
En principio, la transformada inversa de Laplace puede hallar por medio de la férmula
_ 1 y+3B B
£t =_— L f(s)ds. C.14
Jo=g5 [ e (C14)

En la integral compleja (C.14), los limites de la trayectoria de integracion, la cual es una
linea vertical en el plano s, se escogen de la siguiente manera

e 7 es mayor que la mayor de las partes reales de todas las singularidades de la funcion
f(s),
e 3 — o0, es decir, la linea vertical inicia y termina en el punto al infinito.

No obstante la complejidad de hallar la transformada inversa por medio de (C.14), una
cantidad importante de aplicaciones précticas requieren conocer la transformada inversa
de funciones para las cuales se han recopilado pares de transformadas directa e inversa.
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C.3 Tabla de pares de transformadas de Laplace

Convencion: f(t) =0parat < 0;n=1,2,3,...; f(s) =L{f(¢)}

No. F(t) f(s) No. f(®) f(s)
1 5@) 1 2 1 z
v —1
3 t = 4 =y "
5 tn 57?-%!—1 6 e—ot s-fl-a
Y IR 1 n—1_—«o 1
7 te t st 8 Wt e t W
9 tne—at (S+2;,,+1 10 sen Bt #
11 cos [t ﬁ 12 senh St =5
13 cosh St P 14 (1 —e ") s(s}&-a)
T ey — T 1 — —a S
1 | g5 =) | raees || 16 | 7B — ™) | e
17 e~ cos St o || 18 e "sen it O
18 1 —cospt Wjﬁz) 19 Bt — sen Bt Wiwz)
20 | sen 3t — Btcos Bt % 21 %tsen Bt m
2
22 \/f_?e*ﬁﬁtsen <(ﬁ\/1 - 42)15) T
2|~ e een ((5\/1—(2 —@)t) TR oA
Propiedades importantes
1 L{af(t)} = af(s) 2 LAf(t)£g@)} = f(s) £4(s)
3| c{Lr)}=sf(s)—f(0) 4 c{fy royar} = Lis)
5 =
5 c{dr )} =52 f(s) = s£(0) = 5 F D],
6 Ll f0)}) = 5 f(s) = Simy "™ fi= f O
—a 7 _ df(s
7 L{e™} = f(s+a) 8 L{tf ()} = )
9 L{PF()} = g f(s) 10 L{nf()} = (-1)" 5= f(s)
11 E{%f(t)}:ftoof(s)ds 12 E{f(;)}zaf(as)
7 0, si t<0
_ _ _ ,—asf(s) _ P
13 L{ft—a)h(t—a)} =c¢ , donde h(t) { 1 si t>0
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science

Los sistemas dindmicos que se hallan cominmente como
componentes de sistemas industriales presentan un
comportamiento que requiere ser representado a través de modelos
para obtener informacién acerca de su funcionamiento. El
modelado involucra, el conocimiento de los principios fisicos que
rigen a cada clase de sistema, junto con un criterio para
seleccionar los rasgos mas pertinentes en cada aplicacién, sin
olvidar el caracter idealizado de tal representacién. La simulacién
computacional proporciona informacién cuantitativa de acuerdo a
condiciones de operacién particulares.

En esta obra se describen técnicas convencionales de modelado de
sistemas mecanicos, eléctricos y electromecanicos haciendo énfasis
en el empleo e interpretacion de funciones de transferencia y de
modelos lineales en el espacio de estados, destacando las
circunstancias en las cuales resulta adecuado uno u otro enfoque.
Asimismo se explican caracteristicas cualitativas de la respuesta
transitoria, con especial atencion a las consecuencias de la
ubicacién de los polos. En la parte final se describe una forma
accesible de llevar a cabo simulaciones con ayuda de programas de
computo de cddigo abierto facilmente accesibles y simulacién
grafica. El texto resulta 1util como auxiliar en cursos de control
automaético, sistemas dindmicos, vibraciones mecanicas,
principalmente de nivel licenciatura.

El autor espera que, como resultado de la lectura y la realizacién
de ejercicios seleccionados, sea posible que cualquier persona
interesada en el tema desarrolle una inquietud que le lleve a
mejorar su perspectiva y habilidades en esta crucial area que se

encuentra en constante y competitiva evolucién.
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